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Часть 11

Введение

Пpяìая заäа÷а кинеìатики pоботов-ìанипуëя-
тоpов закëþ÷ается в опpеäеëении уãëовоãо и ëи-
нейноãо ìестопоëожения схвата ìанипуëятоpа по
известныì обобщенныì кооpäинатаì pобота-ìа-
нипуëятоpа. В статüе pассìатpивается pеøение этой
заäа÷и с испоëüзованиеì äуаëüных ìатpиö напpав-
ëяþщих косинусов и паpабоëи÷еских бикватеp-
нионов Кëиффоpäа.
Обpатная заäа÷а кинеìатики pоботов-ìанипуëя-

тоpов закëþ÷ается в опpеäеëении обобщенных кооp-
äинат pобота-ìанипуëятоpа по известноìу уãëовоìу
и ëинейноìу ìестопоëожениþ схвата ìанипуëятоpа.
В статüе pазвивается новый ìетоä pеøения обpатных
заäа÷ кинеìатики pоботов-ìанипуëятоpов [3], ос-
нованный на пpиìенении бикватеpнионной теоpии
упpавëения äвижениеì свобоäноãо твеpäоãо теëа по
пpинöипу обpатной связи в кинеìати÷еской поста-
новке. Достоинства испоëüзуеìоãо ìетоäа: еäинст-
венностü pеøения (есëи оно существует) äëя вы-
бpанноãо закона кинеìати÷ескоãо упpавëения и
заäанноãо на÷аëüноãо состояния ìанипуëятоpа,
высокая то÷ностü pеøения и высокое быстpоäей-
ствие, а также тот факт, ÷то этот ìетоä, в отëи÷ие
от äpуãих известных, явëяется неитеpаöионныì. 

1. Кинематическая схема и системы кооpдинат

Стэнфоpäский ìанипуëятоp [4] пpеäставëяет
собой ìанипуëятоp с øестüþ степеняìи свобоäы:
пятüþ вpащатеëüныìи и оäной поступатеëüной.
Схеìа ìанипуëятоpа пpивеäена на pис. 1. Ввеäеì
сëеäуþщие систеìы кооpäинат: x0y0z0 с на÷аëоì в
то÷ке O0 — систеìа кооpäинат, связанная с осно-
ваниеì ìанипуëятоpа; xiyizi с на÷аëоì в то÷ке Oi —
систеìа кооpäинат, связанная с i-ì звеноì ìани-

пуëятоpа, осü zi котоpой напpавëена вäоëü оси i-ão
со÷ëенения; осü xi пеpпенäикуëяpна оси zi – 1, осü yi
äопоëняет оси xi, zi äо пpавой äекаpтовой систеìы
кооpäинат.
Относитеëüное поëожение звенüев стэнфоpä-

скоãо ìанипуëятоpа ìожет бытü описано с поìощüþ
тpех соответствуþщих кажäоìу звену констpуктив-
ных ãеоìетpи÷еских паpаìетpов θi, αi, di, пpиве-
äенных в табëиöе [4].
В табëиöе θi — пpисоеäиненный уãоë (уãоë, на

котоpый наäо повеpнутü осü xi – 1 вокpуã оси zi – 1,
÷тобы она стаëа сонапpавëена с осüþ xi); di — pас-
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 1 Pабота выпоëнена пpи финансовой поääеpжке Pоссийскоãо
фонäа фунäаìентаëüных иссëеäований (пpоект № 12-01-00165). Pис. 1. Схема стэнфоpдского манипулятоpа
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стояние ìежäу пеpесе÷ениеì оси zi – 1 с осüþ xi и
на÷аëоì (i – 1)-й систеìы кооpäинат, отс÷итывае-
ìое вäоëü оси zi – 1; d1, d2, d6 — постоянные ве-
ëи÷ины, d3 — пеpеìенная веëи÷ина; αi — уãëовое
сìещение (уãоë, на котоpый наäо повеpнутü осü
zi – 1 вокpуã оси xi, ÷тобы она стаëа сонапpавëена с
осüþ zi).
В ка÷естве обобщенных кооpäинат ìанипуëятоpа

выступаþт уãëы ϕi (i = 1, 2, 4, 5, 6) повоpота i-ãо
звена относитеëüно (i – 1)-ãо вокpуã оси zi – 1 и
обобщенная кооpäината d3, опpеäеëяþщая посту-
патеëüное пеpеìещение тpетüеãо звена относи-
теëüно втоpоãо вäоëü оси z2(z3). Отìетиì, ÷то обоб-
щенные кооpäинаты ϕi отс÷итываþтся вокpуã тех же
осей, ÷то и констpуктивные паpаìетpы θi. На pис. 1
Φi = θi + ϕi.

2. Pешение пpямой задачи кинематики 
с использованием матpиц дуальных напpавляющих 
косинусов и бикватеpнионов конечных пеpемещений

Пpяìая заäа÷а кинеìатики состоит в опpеäеëении
ëинейноãо поëожения и оpиентаöии выхоäноãо
звена (схвата) ìанипуëятоpа относитеëüно абсоëþт-
ной систеìы кооpäинат x0y0z0 по известноìу вектоpу
обобщенных кооpäинат q(t) = q1(t), q2(t), ..., q6(t) =
= (ϕ1(t), ϕ2(t), d3(t), ϕ4(t), ϕ5(t), ϕ6(t)) и заäанныì
ãеоìетpи÷ескиì паpаìетpаì звенüев.
Дëя pеøения пpяìой заäа÷и кинеìатики наìи

испоëüзуется сëеäуþщая схеìа коне÷ных пеpеìе-
щений звенüев ìанипуëятоpа:

x0y0z0  x1y1z1  x2y2z2 

 x3y3z3  x4y4z4 

x5y5z5  x6y6z6,

x0y0z0  x6y6z6. (1)

Зäесü Ci и Li — ìатpиöа äуаëüных напpавëяþщих
косинусов и бикватеpнион коне÷ноãо пеpеìещения
i-ãо звена ìанипуëятоpа относитеëüно (i – 1)-ãо,
C и L — ìатpиöа äуаëüных напpавëяþщих косину-
сов и бикватеpнион коне÷ноãо пеpеìещения вы-
хоäноãо звена ìанипуëятоpа относитеëüно основа-
ния соответственно.
Нахожäение ìатpиöы C и бикватеpниона L в

виäе функöий обобщенных кооpäинат ìанипуëя-
тоpа с поìощüþ фоpìуë сëожения коне÷ных пеpе-

ìещений [5] и составëяет пpеäìет pеøения пpяìой
заäа÷и кинеìатики.
Коне÷ное пеpеìещение выхоäноãо звена ìани-

пуëятоpа (систеìы кооpäинат x6y6z6) относитеëüно
основания (систеìы кооpäинат x0y0z0) явëяется
коìпозиöией относитеëüных коне÷ных пеpеìеще-
ний звенüев ìанипуëятоpа. В соответствии со схеìой
коне÷ных пеpеìещений (1) и фоpìуëой сëожения
коне÷ных пеpеìещений [5] уpавнения äëя нахож-
äения ìатpиöы C и бикватеpниона L ìожно пpеä-
ставитü в сëеäуþщеì виäе:

C = C6C5C4C3C2C1, (2)

L = L1 é L2 é L3 é L4 é L5 é L6. (3)

Зäесü и äаëее é — сиìвоë кватеpнионноãо (иëи
бикватеpнионноãо) уìножения.
В своþ о÷еpеäü, кажäое из относитеëüных ко-

не÷ных пеpеìещений звенüев (коне÷ное пеpеìе-
щение i-ãо звена относитеëüно (i – 1)-ãо, описы-
ваеìое ìатpиöей Ci иëи бикватеpнионоì Li) пpеä-
ставëяет собой коìпозиöиþ äвух пеpеìещений:
пеpеìещения на äуаëüный уãоë Φi + sdi = θi + ϕi + sdi
вокpуã оси zi – 1 (pис. 2) и повоpота на уãоë αi во-
кpуã оси , поëу÷енной из оси xi – 1 в pезуëüтате
пеpвоãо пеpеìещения (pис. 3). Зäесü s — сиìвоë
(коìпëексностü) Кëиффоpäа, обëаäаþщая свойст-
воì s2 = 0.
Схеìа коне÷ных пеpеìещений иìеет сëеäуþ-

щий виä:

xi – 1yi – 1zi – 1    xiyizi.

Параметры звеньев стэнфордского манипулятора

Со÷ëенение i θi αi di

1 –90° –90° d1

2 –90° 90° d2

3 –90° 0° d3

4 0° –90° 0
5 0° 90° 0
6 0° 0° d6

 
C1 L1,

→  
C2 L2,

→  
C3 L3,

→

 
C3 L3,

→  
C4 L4,

→  
C5 L5,

→

 
C5 L5,

→  
C6 L6,

→

 C L, →

Pис. 2. Пеpвое пеpемещение i-го звена относительно (i – 1)-го 

xi′

 
Ci

1 Li
1,
→ xi′ yi′ zi′  

Ci
2 Li

2,
→
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Матpиöа äуаëüных напpавëяþщих косинусов 
и бикватеpнион  пеpвоãо пеpеìещения i-ãо звена
относитеëüно (i – 1)-ão в соответствии с выбpанной
кинеìати÷еской схеìой и соотноøенияìи ìежäу па-
pаìетpаìи Эйëеpа и пpоекöияìи винта коне÷ноãо пе-
pеìещения на оси систеìы кооpäинат xi – 1yi – 1zi – 1
и  иìеþт виä [5]

 = ;

 = cos  + sin i3.

Зäесü и äаëее i1, i2, i3 — вектоpные ìниìые еäи-
ниöы Гаìиëüтона.
Втоpое констpуктивное пеpеìещение i-ãо звена

относитеëüно (i – 1)-ãо пpеäставëяет собой пово-
pот на уãоë αi вокpуã оси , ëинейная составëяþ-
щая пеpеìещения отсутствует. Матpиöа äуаëüных
напpавëяþщих косинусов и бикватеpнион пеpеìе-
щения äëя этоãо сëу÷ая совпаäаþт с ìатpиöей ве-
щественных напpавëяþщих косинусов и кватеp-
нионоì повоpота и иìеþт виä

 = ;

 =  = cos  + sin i1.

Матpиöа äуаëüных напpавëяþщих косинусов и
бикватеpнион коне÷ноãо пеpеìещения i-ãо звена
ìанипуëятоpа относитеëüно (i – 1)-ãо нахоäятся
с испоëüзованиеì фоpìуë сëожения коне÷ных пе-
pеìещений [5]:

Ci =  =

= ;(4)

Li =  é  = cos cos  +

+ sin cos i1 +

+ sin sin i2 +

+ cos sin i3. (5)

Пpи поäстановке в уpавнения (4), (5) ãеоìетpи-
÷еских паpаìетpов ìанипуëятоpа, пpивеäенных в
табëиöе, ìожно поëу÷итü ìатpиöы äуаëüных на-
пpавëяþщих косинусов и бикватеpнионы относи-
теëüных коне÷ных пеpеìещений звенüев ìанипу-
ëятоpа в явноì виäе.
Матpиöа äуаëüных напpавëяþщих косинусов C

и бикватеpнион коне÷ноãо пеpеìещения L выхоä-
ноãо звена ìанипуëятоpа относитеëüно непоäвиж-
ноãо основания нахоäятся ÷еpез пpивеäенные ìат-
pиöы и бикватеpнионы по фоpìуëаì (2), (3). Аë-
ãоpитìоì pеøения пpяìой заäа÷и кинеìатики
явëяþтся фоpìуëы (2), (3) пpи поäстановке в них
соотноøений (4), (5) и заäанных ãеоìетpи÷еских
паpаìетpов звенüев.

3. Кинематические уpавнения движения

Кинеìати÷еские уpавнения äвижения ìанипу-
ëятоpа ìоãут бытü поëу÷ены из вектоpных выpаже-
ний äëя ëинейной и уãëовой скоpостей äвижения
выхоäноãо звена ìанипуëятоpа путеì пpоектиpо-
вания их на оси систеìы кооpäинат x6y6z6, связан-
ной с выхоäныì звеноì ìанипуëятоpа.
В соответствии с кинеìати÷еской схеìой (сì.

pис. 1) вектоp w уãëовой скоpости выхоäноãо звена
ìанипуëятоpа ìожно пpеäставитü в виäе

w = k0 + k1 + k2 + k3 + k4 + k5.(6)

Зäесü ki — оpт оси zi систеìы кооpäинат, свя-
занной с i-ì звеноì ìанипуëятоpа, веpхняя то÷ка
обозна÷ает пpоизвоäнуþ по вpеìени.

Pаäиус-вектоp r на÷аëа O6 систеìы кооpäинат,
связанной с выхоäныì звеноì, в соответствии с
кинеìати÷еской схеìой (сì. pис. 1) опpеäеëяется
соотноøениеì

r =  +  +  +

+  +  + , (7)

ãäе O0 — на÷аëо систеìы кооpäинат, связанной с
основаниеì ìанипуëятоpа, Oi — на÷аëо i-й систе-
ìы кооpäинат.
Диффеpенöиpование уpавнения (7) по вpеìени

и поäстановка в неãо заäанных ãеоìетpи÷еских паpа-
ìетpов ìанипуëятоpа, пpивеäенных в табëиöе, äает
выpажение äëя вектоpа ëинейной скоpости на÷аëа

Ci
1

Li
1

xi′ yi′ zi′

Ci
1

cos θi ϕi+( ) sdi+( )  sin θi ϕi+( ) sdi+ 0

sin θi ϕi+( ) sdi  +– cos θi ϕi+( ) sdi+( ) 0

0 0 1⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Li
1 θi ϕi+

2
------------ + s

di

2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞ θi ϕi+

2
------------ + s

di

2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞

xi′

Ci
2

1 0 0
0 cosαi sinαi

0 sinαi– cosαi⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Li
2 li

2 αi

2
----

αi

2
----

Pис. 3. Втоpое пеpемещение i-го звена относительно (i – 1)-го
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систеìы кооpäинат x6y6z6, связанной с выхоäныì
звеноì, относитеëüно непоäвижноãо основания:

v =  +  +  + ; dl = dikl.

Вектоpы d1, d2, d6 постоянны по ìоäуëþ, поэтоìу
испоëüзование фоpìуëы Эйëеpа äëя постоянноãо
по ìоäуëþ вектоpа и äиффеpенöиpование пеpе-
ìенноãо вектоpа d3 äает сëеäуþщее выpажение: 

v = w1 Ѕ d1 + (w1 + w2) Ѕ d2 + d3k2 +
+(w1 + w2)Ѕ(d3k2) + (w1 + w2 + w4 + w5 + w6) Ѕ d6,(8)

ãäе Ѕ — сиìвоë вектоpноãо пpоизвеäения, wi — отно-
ситеëüные уãëовые скоpости звенüев, котоpые выpа-
жаþтся ÷еpез обобщенные кооpäинаты и оpты осей zi
сëеäуþщиì обpазоì: wi = ki – 1, i = 1, 2, 4, 5, 6.
Дëя поëу÷ения кинеìати÷еских уpавнений необ-

хоäиìо спpоектиpоватü вектоpные выpажения (6) и
(8) на оси систеìы кооpäинат x6y6z6, связанной с
выхоäныì звеноì ìанипуëятоpа. Необхоäиìые äëя
пpоектиpования вещественные ìатpиöы напpавëяþ-
щих косинусов обозна÷иì сëеäуþщиì обpазоì:

c = c6c5c4c3c2c1, c61 = c6c5c4c3c2, c62 = c6c5c4c3, 
c63 = c6c5c4, c64 = c6c5, c65 = c6.

Зäесü ci — вещественная ìатpиöа напpавëяþ-
щих косинусов повоpота i-ãо звена ìанипуëятоpа
относитеëüно (i – 1)-ãо. Тоãäа пеpехоä от оäной
систеìы кооpäинат к äpуãой, у÷итываþщий ëиøü
повоpоты систеì кооpäинат, осуществëяется в со-
ответствии со сëеäуþщей схеìой повоpотов:

x0y0z0  x6y6z6; x1y1z1  x6y6z6;

x2y2z2  x6y6z6; x3y3z3  x6y6z6;

x4y4z4  x6y6z6; x5y5z5  x6y6z6.

Найäеì пpоекöии еäини÷ных вектоpов ki на оси
систеìы кооpäинат x6y6z6, связанной с выхоäныì зве-

ноì. Обозна÷иì c ij и  (i, j = 1, 2, 3; k = 1, 2, 3, 4, 5)

эëеìенты ìатpиö c и c6k, а i6, j6, k6 — оpты систеìы
кооpäинат x6y6z6. Иìееì:

k0 = c13i6 + c23j6 + c33k6, ki = i6 + j6 + k6; 

i = 1, 2, 3, 4, 5. (9)

Запиøеì вектоpное уpавнение (6) в ìатpи÷ноì
виäе, у÷итывая соотноøения (9) и обозна÷ая ω1,
ω2, ω3 пpоекöии вектоpа w на оси систеìы кооp-
äинат x6y6z6. Поëу÷иì:

 = . (10)

Найäеì пpоекöии вектоpов di на оси систеìы
кооpäинат x6y6z6, связанной с выхоäныì звеноì.
Иìееì:

d1 = d1c
13i6 + d1c

23j6 + d1c
33k6;

di = di i6 + di j6 + di k6;

i = 2, 3, 6. (11)

Пpоектиpование вектоpноãо уpавнения (8) на
оси систеìы кооpäинат x6y6z6 с у÷етоì соотноøе-
ний (9), (11) äает тpи скаëяpных уpавнения äëя коì-
понент vi вектоpа v ëинейной скоpости выхоäноãо
звена ìанипуëятоpа относитеëüно основания в
систеìе кооpäинат x0y0z0, иìеþщих виä

v1 = d2 (c23  – c33 ) +  +

+ d3 (c23  – c33 ) + d3 (  – ) +

+ d6 (c23  – c33 ) + d6 (  – ) +

+ d6 (  – ) + d6 (  – );

v2 = –(d2 (c13  – c33 ) +  +

+ d3 (c13  – c33 ) + d3 (  – ) +

+ d6 (c13  – c33 ) + d6 (  – ) +

+ d6 (  – ) + d6 (  – ));

v3 = d2 (с13  – c23 ) +  +

+ d3 (c13  – c23 ) + d3 (  – ) +

+ d6 (c13  – c23 ) + d6 (  – ) +

+ d6 (  – ) + d6 (  – ). (12)

Объеäиниì соотноøения (10) и (12) и ввеäеì
обозна÷ения 

A = ||aij ||, (13)

ãäе

a11 = c13, a12 = , a13 = 0, a14 = , a15 = ,

a16 = , a21 = c23, a22 = , a23 = 0, a24 = ,

a25 = , a26 = , a31 = c33, a32 = , a33 = 0,

a34 = , a35 = , a36 = ,

a41 = d2(c
23  – c33 ) + d3(c

23  – c33 ) +

+ d6(c
23  – c33 ),

a42 = d3(  – ) + d6(  – ),

a43 = , a44 = d6(  – ),

a45 = d6(  – ), a46 = 0,

dd1

dt
-------

dd2

dt
-------

dd3

dt
-------

dd6

dt
-------

ϕ· i
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ij
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+ + + +
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+ + + +
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+ + + +

c6 i 1–( )
13 c6 i 1–( )
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33
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33 c61
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13
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a51 = –d2(c
13  – c33 ) – d3(c

13  – c33 ) –

– d6(c
13  – c33 ),

a52 = –d3(  – ) – d6(  – ),

a53 = , a54 = –d6(  – ),

a55 = –d6(  – ), a56 = 0,

a61 = d2(c
13  – c23 ) + d3(c

13  – c23 ) +

+ d6(c
13  – c23 ),

a62 = d3(  – ) + d6(  – ),

a63 = , a64 = d6(  – ),

a65 = d6(  – ), a66 = 0.

С у÷етоì обозна÷ения (13) поëу÷иì ìатpи÷ное
уpавнение 

(      )т = A–1(ω1 ω2 ω3 v1 v2 v3)
т,(14)

ãäе т — сиìвоë тpанспониpования.
Поëу÷енные уpавнения (14), (13) — кинеìати÷е-

ские уpавнения äвижения стэнäфоpäскоãо pобота-
ìанипуëятоpа. Они пpеäставëяþт собой систеìу
из øести неëинейных нестаöионаpных обыкно-
венных äиффеpенöиаëüных уpавнений относитеëü-
но пеpеìенных ϕ1, ϕ2, d3, ϕ4, ϕ5, ϕ6, явëяþщихся
обобщенныìи кооpäинатаìи ìанипуëятоpа.

4. Pешение обpатной задачи кинематики 
стэндфоpдского манипулятоpа

Ввеäеì в pассìотpение опоpнуþ (пpоãpаììнуþ)
систеìу кооpäинат xprypr zpr, заäаþщуþ тpебуеìое
коне÷ное поëожение схвата pобота-ìанипуëятоpа.
Взаиìное поëожение систеì кооpäинат заäаäиì

ноpìиpованныìи бикватеpнионаìи N = n + sn0,
M = m + sm0 (иëи M* = m* + sm0*), L = l + sl0 ко-
не÷ных пеpеìещений в соответствии со сëеäуþ-
щей схеìой пеpеìещений:

x0y0z0  xprypr zpr  x6y6z6;

x0y0z0  x6y6z6, (15)

N = N0 + N1i1 + N2i2 + N3i3 = n + sn0;

M = M0 + M1i1 + M2i2 + M3i3 = m + sm0;

M* =  + i1 + i2 + i3 = m* + sm0*.

Зäесü L — собственный бикватеpнион винтово-
ãо коне÷ноãо пеpеìещения выхоäноãо звена ìани-
пуëятоpа x6y6z6 относитеëüно основания x0y0z0,
найäенный в п. 2; N — собственный бикватеpнион
винтовоãо коне÷ноãо пеpеìещения пpоãpаììной
систеìы кооpäинат относитеëüно основной систе-
ìы кооpäинат x0y0z0; M* — собственный бикватеp-
нион винтовоãо коне÷ноãо пеpеìещения выхоäно-

ãо звена ìанипуëятоpа относитеëüно пpоãpаììной
систеìы кооpäинат xprypr zpr . Теpìин "собственный
бикватеpнион" озна÷ает, ÷то кажäый из бикватеp-
нионов L, N, M* опpеäеëен своиìи коìпонентаìи
в своей, пpеобpазуеìой этиì бикватеpнионоì сис-
теìе кооpäинат. Обозна÷иì также M бикватеp-
нион винтовоãо коне÷ноãо пеpеìещения выхоä-
ноãо звена ìанипуëятоpа относитеëüно пpоãpаìì-
ной систеìы кооpäинат xprypr zpr, опpеäеëенный
своиìи коìпонентаìи в основной систеìе кооpäи-
нат x0y0z0. Сëово "ноpìиpованный" озна÷ает, ÷то
ноpìа кажäоãо из бикватеpнионов pавна 1, т. е.

||L|| =  +  +  +  = 1;

||N|| =  +  +  +  = 1;

||M| =  +  +  +  = 1;

||M*|| =  +  +  +  = 1.

Бикватеpнион L поëожения выхоäноãо звена
ìанипуëятоpа в основной систеìе кооpäинат в со-
ответствии со схеìой пеpеìещений (15) и биква-
теpнионной фоpìуëой сëожения коне÷ных пеpе-
ìещений, опpеäеëенных в оäноì базисе x0y0z0, ìо-
жет бытü пpеäставëен в виäе [5]

L = M é N, (16)

а в соответствии с бикватеpнионной фоpìуëой сëо-
жения коне÷ных пеpеìещений, кажäый из котоpых
опpеäеëен в своеì пpеобpазуеìоì базисе, — в виäе [5]

L = N é M*. (17)

Поä÷еpкнеì, ÷то в фоpìуëе (16) фиãуpиpует би-
кватеpнион оøибки ìестопоëожения M, хаpакте-
pизуþщий откëонение äействитеëüноãо поëоже-
ния выхоäноãо звена ìанипуëятоpа x6y6z6 от тpе-
буеìоãо пpоãpаììноãо xpryprzp, опpеäеëенный
своиìи коìпонентаìи в основной систеìе кооp-
äинат x0y0z0, а в фоpìуëе (17) — бикватеpнион
оøибки ìестопоëожения M*, опpеäеëенный своиìи
коìпонентаìи в связанноì базисе x6y6z6.
В соответствии с (16) и (17) бикватеpнионы M

и M* нахоäятся по фоpìуëаì

M = L é ; M* =  é L.

Зäесü и äаëее веpхняя ÷еpта озна÷ает сиìвоë со-
пpяжения (все бикватеpнионы ноpìиpованные,
поэтоìу обpатные бикватеpнионы pавны сопpя-
женныì).

Обозна÷иì w (wpr) и v =  (vpr = ) вектоpы

ìãновенной уãëовой и ëинейной скоpостей äвиже-
ния выхоäноãо звена ìанипуëятоpа (пpоãpаììной
систеìы кооpäинат xpryprzpr) относитеëüно основной
систеìы кооpäинат x0y0z0. Поëаãаеì, ÷то вектоpы

wpr и vpr заäаны своиìи пpоекöияìи  = (t) и
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 = (t) в пpоãpаììной систеìе кооpäинат

xpryprzpr, a вектоpы w и v опpеäеëены своиìи пpоек-
öияìи ωi и vi в связанной систеìе кооpäинат x6y6z6.
Мо́тоp (w, v) ìãновенноãо винта скоpостей U (кине-
ìати÷ескоãо винта) выхоäноãо звена ìанипуëятоpа,
отнесенный к поëþсу O6, pавен äуаëüноìу вектоpу

w + sv, а ìо́тоp (wpr, vpr) ìãновенноãо винта скоpостей
Upr (кинеìати÷ескоãо винта) пpоãpаììной систеìы
кооpäинат, отнесенный к поëþсу Opr, pавен äуаëü-

ноìу вектоpу wpr + svpr (ìо́тоpоì, иëи бивектоpоì,
называþт коìпëекснуþ коìпозиöиþ äвух вектоpов).
Обозна÷иì  =  + s  — отобpа-

жение кинеìати÷ескоãо винта U выхоäноãо звена
на связаннуþ с выхоäныì звеноì систеìу кооpäи-
нат x6y6z6, коìпоненты Ui = ωi + svi бикватеpниона

 явëяþтся коìпëексныìи коìбинаöияìи

пpоекöий ωi и vi вектоpа w ìãновенной уãëовой
скоpости выхоäноãо звена ìанипуëятоpа и вектоpа v
ìãновенной скоpости на÷аëа систеìы кооpäинат
x6y6z6 (то÷ки O6) на оси систеìы кооpäинат x6y6z6.

Анаëоãи÷но,  =  + s  — ото-

бpажение кинеìати÷ескоãо винта Upr пpоãpаììной
систеìы кооpäинат xprypr zpr на ее же кооpäинат-

ные оси, иìеþщее коìпоненты  =  + s ,

опpеäеëенные в пpоãpаììной систеìе кооpäинат
xprypr zpr.
Поä заäа÷ей упpавëения äвижениеì ìанипуëя-

тоpа буäеì пониìатü заäа÷у пpивеäения связанной
с выхоäныì звеноì ìанипуëятоpа систеìы кооpäи-
нат x6y6z6 к систеìе кооpäинат xprypr zp, äвижущей-
ся с пpоãpаììныì (заäанныì) ìãновенныì вин-
тоì скоpостей Upr(t) по пpоãpаììной тpаектоpии
N = N(t). Pассìатpиваеì кинеìати÷ескуþ поста-
новку заäа÷и упpавëения: поëаãаеì, ÷то упpавëение
äвижениеì осуществëяется за с÷ет сообщения вы-
хоäноìу звену ìãновенноãо винта скоpостей U, ото-
бpажение котоpоãо на оси систеìы кооpäинат x6y6z6
фоpìиpуется по оäной из сëеäуþщих фоpìуë [3]:

 = (t) + δ  =

= ( (t) + δU1)i1 + ( (t) + δU2)i2 +

+ ( (t) + δU3)i3; (18)

 =  + Δ  =

= M*–1 é (t) é M* + Δ  =

= M*–1 é ( (t)i1 + (t)i2 + (t)i3) é M* +

+ ΔU1i1 + ΔU2i2 + ΔU3i3. (19)

Пpи такой постановке заäа÷и упpавëения äвиже-
ниеì ìанипуëятоpа в ка÷естве ìатеìати÷еской ìо-

äеëи äвижения пpиниìаþтся кинеìати÷еские уpав-
нения äвижения стэнäфоpäскоãо ìанипуëятоpа. Эти
уpавнения быëи поëу÷ены в п. 3 и иìеþт виä (14):

(      )т = A–1•(ω1 ω2 ω3 v1 v2 v3)
т.

В ка÷естве упpавëений выступаþт äуаëüные оp-
тоãонаëüные пpоекöии Ui = ωi + svi кинеìати÷е-
скоãо винта выхоäноãо звена на связанные с ниì
кооpäинатные оси. В соответствии с фоpìуëаìи (18),
(19) упpавëения Ui скëаäываþтся из пpоãpаììных
упpавëений (t) и стабиëизиpуþщих (коppекти-
pуþщих) упpавëений δUi иëи ΔUi [3]. Пpи этоì
упpавëения Ui, опpеäеëяеìые фоpìуëой (19), pав-
ны äуаëüныì оpтоãонаëüныì пpоекöияì винтовой
суììы U = Upr + DU на оси систеìы кооpäинат
x6y6z6, в то вpеìя как упpавëения Ui, опpеäеëяеìые
фоpìуëой (18), не иìеþт сìысëа äуаëüных оpтоãо-
наëüных пpоекöий винтовой суììы U = Upr + δU,
а выpажаþтся ëинейныì обpазоì ÷еpез äуаëüные
оpтоãонаëüные пpоекöии винтов Upr и δU на оси
pазных систеì кооpäинат (xprypr zpr и x6y6z6).
Веëи÷ины (t) (пpоãpаììные упpавëения) по-

ëаãаþтся заäанныìи äуаëüныìи функöияìи вpе-
ìени. Законы упpавëений δUi иëи ΔUi стpоятся
с испоëüзованиеì пpинöипа обpатной связи, т. е.
в виäе некотоpых функöий коìпонент бикватеp-
ниона оøибки ìестопоëожения M иëи M* такиì
обpазоì, ÷тобы выхоäное звено ìанипуëятоpа пеpе-
хоäиëо из ëþбоãо выбpанноãо на÷аëüноãо поëоже-
ния в ëþбое заäанное коне÷ное асиìптоти÷ески
устой÷ивыì обpазоì, т. е. ÷тобы выпоëняëосü ус-
ëовие M(t) → ±1 пpи t → ∞ иëи усëовие M*(t) → ±1
пpи t → ∞.
В такой постановке обpатная заäа÷а кинеìатики

фоpìуëиpуется как заäа÷а Коøи äëя систеìы äиф-
феpенöиаëüных уpавнений (14) пpи усëовии, ÷то
упpавëения ωi и vi обеспе÷иваþт асиìптоти÷ескуþ
устой÷ивостü в öеëоì ëþбоãо заäанноãо поëоже-
ния выхоäноãо звена pобота-ìанипуëятоpа. В pе-
зуëüтате pеøения заäа÷и Коøи äëя ëþбых заäан-
ных на÷аëüных зна÷ений обобщенных кооpäинат
ìанипуëятоpа из их pабо÷их äиапазонов еãо обоб-
щенные кооpäинаты пpиìут в коне÷ный ìоìент
вpеìени зна÷ения, отве÷аþщие (с заäанной степе-
нüþ то÷ности) тpебуеìоìу поëожениþ схвата pо-
бота-ìанипуëятоpа, и, сëеäоватеëüно, обpатная за-
äа÷а кинеìатики буäет pеøена.
Веëи÷ины ωi и vi явëяþтся коìпонентаìи ото-

бpажения кинеìати÷ескоãо винта U выхоäноãо звена
ìанипуëятоpа на связанные с ниì кооpäинатные оси.
В pассìатpиваеìой обpатной заäа÷е кинеìатики

пpоãpаììное упpавëение (t) ≡ 0, поэтоìу

постpоение упpавëения  =  + s  =

= δ  = Δ  ìожет бытü выпоëнено в со-

ответствии с теоpией постpоения стабиëизиpуþ-
щеãо упpавëения, изëоженной в pаботе [3]. В сëу÷ае
испоëüзования äëя описания äвижения выхоäноãо
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звена ìанипуëятоpа ноpìиpованных бикватеpнио-
нов пеpеìещений и тpехìеpных äуаëüных упpав-
ëений (отобpажений кинеìати÷ескоãо винта U вы-
хоäноãо звена ìанипуëятоpа, иìеþщих нуëевые
скаëяpные ÷асти) пpостейøий закон упpавëения
иìеет виä [3]

 =  + s  = –(2 / ) ,(20)

M* =  +  =  é L(t). (21)

Зäесü  и  — скаëяpная и винтовая ÷асти
собственноãо бикватеpниона оøибки поëожения
выхоäноãо звена ìанипуëятоpа M*; N = const —
бикватеpнион, хаpактеpизуþщий пpоãpаììное поëо-
жение выхоäноãо звена; L — бикватеpнион текущеãо
поëожения схвата ìанипуëятоpа, котоpый нахо-
äится ÷еpез текущие зна÷ения обобщенных кооp-
äинат ìанипуëятоpа;  = k + sk0 — äуаëüный ко-
эффиöиент усиëения обpатной связи.
Отìетиì, ÷то законы упpавëения (20), (21) выpо-

жäаþтся пpи опpеäеëенноì поëожении выхоäноãо
звена ìанипуëятоpа (пpи  = 0). Этоãо неäостат-
ка ìожно избежатü, есëи äëя описания äвижения
выхоäноãо звена ìанипуëятоpа испоëüзоватü не-
ноpìиpованные бикватеpнионы пеpеìещений и
÷етыpехìеpные äуаëüные упpавëения (бикватеpнио-
ны уãëовой и ëинейной скоpостей выхоäноãо звена
ìанипуëятоpа с ненуëевой скаëяpной ÷астüþ). Би-
кватеpнион N, хаpактеpизуþщий пpоãpаììное
äвижение, в этоì сëу÷ае по-пpежнеìу поëаãаеì
ноpìиpованныì, а бикватеpнионы M и M* — не-
ноpìиpованныìи бикватеpнионаìи, ноpìы кото-
pых pавны ноpìе бикватеpниона L:

||M|| = ||M*|| = ||L|| = L é  =  +  +  + .

В сëу÷ае испоëüзования пpи постpоении упpав-
ëений неноpìиpованных бикватеpнионов коне÷-
ных пеpеìещений ìожет бытü испоëüзован пpо-
стейøий закон упpавëения, иìеþщий виä [3]

 =  + s  =

= T –1screw(  é N), (22)

ãäе screw — винтовая ÷астü бикватеpниона, T — тен-
зоp (ìоäуëü) неноpìиpованноãо бикватеpниона
поëожения выхоäноãо звена ìанипуëятоpа, уäов-
ëетвоpяþщий äиффеpенöиаëüноìу уpавнениþ

2  = [scal(  é N) – T ], T (t0) = 1. (23)

Зäесü scal — скаëяpная ÷астü бикватеpниона.
Поä÷еpкнеì, ÷то в соотноøениях (20)—(22) и

уpавнении (23) фиãуpиpует ноpìиpованный биква-
теpнион L текущеãо (уãëовоãо и ëинейноãо) поëо-
жения выхоäноãо звена ìанипуëятоpа, котоpый
нахоäится ÷еpез обобщенные кооpäинаты ìанипу-
ëятоpа по фоpìуëаì (3), (5), а постоянный ноpìи-
pованный бикватеpнион N пpоãpаììной оpиента-
öии выхоäноãо звена явëяется заäанныì. Неноp-
ìиpованные бикватеpнионы испоëüзоваëисü пpи
постpоении законов упpавëения (22), (23). Отìе-
тиì, ÷то есëи закон упpавëения (20) соäеpжит осо-
буþ то÷ку в пpостpанстве обобщенных кооpäинат,
в котоpой ìãновенный эйëеpов уãоë повоpота вы-
хоäноãо звена относитеëüно еãо пpоãpаììноãо по-
ëожения pавен (äëя текущеãо ìоìента вpеìени t)
π pаä, то закон упpавëения (22), (23) явëяется pе-
ãуëяpныì всþäу (не соäеpжащиì особых то÷ек).
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Solution to the problems of direct kinematics with the help of dual cosine matrices and Klifford biquaternions is demonstrated
on the example of Stanford robot arm. Derivation of the kinematics equations is performed. The obtained kinematics equations
and the solution to the direct kinematics problem are used for solving the inverse kinematics problem. The new method of solving
the inverse kinematics problem is based on biquaternion theory of kinematics control of free rigid body motion by using the
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feedback principal. Application of the method reduces solving. Cauchy problem for differential kinematic equations of a ma-
nipulator motion. Vectors of the angular and linear velocities contained in these equations are considered as controls. They
are formed according to the feedback principal as certain functions of the generalized coordinates so that every chosen end
effector position is asymptotically stable in the whole. In this case any particular solution to the differential kinematics equa-
tions will aspire in asymptotically stable way to the desired point in the space of the generalized coordinates corresponding to
the target position of the end effector of a manipulator.

As the result of solving of Cauchy problem for any given initial values of the generalized coordinates from their operational
range the generalized coordinates, will finally take the values corresponding to the desired position of the end effector, so that
the inverse kinematics problem will be solved. The advantages of the new method are the following: the method gives a unique
solution (if there is such) for the chosen control law and given initial position; it ensures high accuracy solutions and high per-
formance; but, above all, it is non-iterative. The paper extends and supplements the results presented in [1, 2].

Keywords: robot-manipulator, Stanford robot arm, direct kinematics problem, dual direction cosine matrix, biquaternion,
kinematics equations, inverse kinematics problem
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Технологии pасшиpенной и виpтуальной pеальностей как сpедства 
компенсации инфоpмационной недостаточности микpоpоботов1

Введение

Пpобëеìа созäания ìноãокоìпонентных pобото-
техни÷еских систеì иëи коëëективов pоботов в на-
стоящее вpеìя стаëа оäной из актуаëüнейøих пpо-

бëеì pобототехники [1]. В основноì это связано с
заявëенной ìноãиìи ìинистеpстваìи и веäоìстваìи
необхоäиìостüþ пpовеäения pабот в экстpеìаëüных
усëовиях, хаpактеpизуþщихся высокой опасностüþ
äëя ÷еëовека, ÷то искëþ÷ает пpовеäение этих pабот
непосpеäственно ÷еëовекоì и поэтоìу тpебует ис-
поëüзования pоботов. Пpи этоì интеpес пpоявëя-
ется не тоëüко к pоботаì "станäаpтных" pазìеpов,

Pассматpиваются методики компенсации инфоpмационной недостаточности микpосистем, основанные на использовании
технологий pасшиpенной и виpтуальной pеальностей. Описаны стpуктуpа инфоpмационной системы, маpкеpа, метод фоpми-
pования динамического двумеpного кода, виpтуализация датчиков. Показаны способы использования пpедлагаемых методик
пpи синтезе нейpосетевой системы планиpования тpаектоpий коллектива микpоpоботов.
Ключевые слова: pасшиpенная и виpтуальная pеальности, маpкеp, двумеpный код, коллектив микpоpоботов, нейpосетевые

системы

 1 Pабота выпоëняется пpи финансовой поääеpжке Пpоãpаììы
фунäаìентаëüных иссëеäований Пpезиäиуìа PАН I.40П "Акту-
аëüные пpобëеìы pобототехники".


