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Технологии анализа и вычисления взаимосвязи
между полезной составляющей и помехой зашумленного сигнала 

в системах мониторинга

Введение

На сегодняшний день имеется широкий 
выбор инструментов контроля, анализа, ис-
пытаний и измерений. Современные кон-
трольно-измерительные устройства достаточ-
но эффективны и обеспечивают надежность и 
эффективность протекания исследуемых про-
цессов, что способствует повышению качества. 
Кроме того, современные микропроцессорные 
устройства, которые очень компактны, могут 
быть использованы как цифровые измеритель-
ные устройства. Такого типа устройства позво-
ляют регистрировать и анализировать измери-
тельную информацию. На основе полученных 
данных определяется динамика изменения 
сигнала, поступающего от датчика, и делают-
ся прогнозы на некоторый определенный про-
межуток времени [1—3]. При этом для решения 
задач мониторинга и контроля, как правило, 

применяются традиционные алгоритмы циф-
ровой обработки зарегистрированных сигна-
лов [1—3], эффективность которой часто оста-
ется неудовлетворительной. Это связано с тем, 
что в случае обработки зашумленного сигнала 
g(t) = x(t) + ε(t), состоящего из полезной со-
ставляющей x(t) и помехи ε(t), не использует-
ся информационный потенциал раздельной 
обработки полезной части и помехи, а также 
характеристик их взаимосвязи [4—8]. Поэтому 
при решении многочисленных важнейших за-
дач мониторинга, контроля, управления и т. д. 
получаются неадекватные результаты [1].

Традиционно предполагается, что при ана-
лизе зашумленных сигналов g(t) такие класси-
ческие условия, как стационарность, эргодич-
ность, нормальность закона распределения и 
отсутствие корреляции между полезным сигна-
лом x(t) и помехой ε(t), выполняются [1—8]. Од-
нако в системах мониторинга и контроля часто 
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при возникновении неисправностей нарушает-
ся такое важное условие, как отсутствие корре-
ляции между полезным сигналом и помехой [1]. 
При этом вопрос наличия корреляции при воз-
никновении повреждений в технических объ-
ектах практически не рассматривается [9—14].

В связи с этим возникает необходимость соз-
дания таких технологий, которые как при выпол-
нении, так и при не выполнении предполагаемых 
классических условий обеспечивали бы адекват-
ность результатов решения задач мониторинга и 
контроля. Необходимо разработать технологии, 
алгоритмы и программные средства вычисления 
коэффициента корреляции и взаимной корреля-
ционной функции между полезным сигналом x(t) 
и помехой ε(t), располагая цифровыми отсчетами 
зашумленного сигнала g(t).

Постановка задачи

На практике из-за зашумленности полезных 
сигналов x(t) помехами ε(t) при определении 
оценок их корреляционных функций Rxx(μ)воз-
никают ощутимые погрешности. При этом, как 
это показано в работах [1, 15—20], суммарная 
помеха ε(t) складывается из помехи ε1(t) от вли-
яния внешних факторов и шума ε2(t), который 
возникает от зарождения дефекта в процессе 
эксплуатации объектов, т. е. ε(t) = ε1(t) + ε2(t). 
В режиме нормальной эксплуатации объекта 
помеха ε(t) = ε1(t) не имеет корреляцию с по-
лезным сигналом x(t). В начале скрытого пери-
ода изменения технического состояния объекта 
при появлении дефектов возникает помеха ε2(t), 
которая коррелирует с полезным сигналом. 
В результате, начиная с этого момента взаим-
ная корреляционная функция Rxε(μ) и коэффи-
циент корреляции rxε между полезным сигна-
лом x(t) и суммарной помехой ε(t) отличаются 
от нуля. Фактически, зарождение и развитие 
неисправностей отражается в оценках Rxε(μ) и 
rxε. Поэтому для контроля начала и динамики 
изменения технического состояния объектов 
целесообразно использовать значения данных 
двух характеристик.

Следует отметить, что дискретизированные 
значения x(iΔt) полезного сигнала и помехи 
ε(iΔt) невозможно выделить из дискретизиро-
ванных значений g(iΔt) зашумленного сигнала, 
который поступает от соответствующего дат-
чика. Предположим, что g(t) — дискретизиро-
ванный стационарный эргодический случай-

ный сигнал с нормальным законом распреде-
ления, состоящий из полезного сигнала x(t) и 
помехи ε(t) с математическим ожиданием mε, 
равным нулю. При этом формула вычисления 
оценки дисперсии Dg зашумленного сигнала 
g(t) имеет вид [1, 15—20]
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( ) ( )i t i t mε′ε Δ = ε Δ −  — центрированные отсчеты; 

mg, mx, mε — математические ожидания сигналов 
g(t), x(t) и ε(t) соответственно; Rx′ε′(μ) — взаимная 
корреляционная функция между полезным сиг-
налом и помехой; Rε′ε′(0) — дисперсия помехи ε(t).

Таким образом, погрешность дисперсии за-
шумленного сигнала

 ( 0) 2 (0) (0).gg xR R′ ′ ′ ′ε ε ελ μ = = +  (2)

Формулу для вычисления оценки корреляци-
онной функции Rg′g′(μ) зашумленного сигнала 
g′(t) при μ ≠ 0 можно также представить в виде
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Следует заметить, что для инерционных 
объектов при μ ≠ 0 справедливо приближен-
ное равенство Rε′ε′(μ) ≈ 0, в то время как для 
неинерционных объектов данное равенство не 
выполняется. Тогда суммарная погрешность 
оценок корреляционной функции зашумлен-
ного сигнала g′(t) будет равна
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т. е. при μ ≠ 0 погрешность состоит только из 
оценок Rx′ε′(μ), Rε′x ′(μ), а при μ = 0 к этой по-
грешности добавляется еще дисперсия помехи 
Rε′ε′(0) и

 ( ) ( ).x x g gR R′ ′ ′ ′μ ≠ μ  (5)
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В этом случае не удается извлечь ценную 
информацию, содержащуюся в характеристи-
ках Rε′ε′(μ), Rx′ε′(μ), Rε′x′(μ), rxε помехи ε(t). По-
этому на практике во многих случаях оценки 
Rg ′g ′(μ) не обеспечивают адекватность результа-
тов решаемых задач.

В настоящей работе рассматривается задача 
разработки и исследования алгоритмов и тех-
нологий мониторинга латентного периода пере-
хода объекта в аварийные состояния по резуль-
татам вычисления взаимных корреляционных 
функций Rx′ε′(μ), Rε′x ′(μ) и коэффициента корре-
ляции rxε между полезным сигналом x(t) и по-
мехой ε(t), которые невозможно извлечь из g(t).

Алгоритмы вычисления коэффициента 
корреляции и корреляционной функции
между полезным сигналом и помехой

В системах контроля и мониторинга для 
адекватной интерпретации результатов об-
работки зашумленных сигналов и выявления 
раннего периода возникновения неисправно-
стей целесообразно вычислять оценки взаим-
ных корреляционных функций Rx′ε′(μ), Rε′x′(μ) 
и коэффициента корреляции rxε между полез-
ным сигналом x(t) и помехой ε(t) зашумленно-
го сигнала g(t).

Трудности решения этой задачи связаны 
с тем, что суммарная помеха ε(t) формируется 
из помех ε1(t) и ε2(t), где ε1(t) возникает в ре-
зультате влияния внешних факторов, а ε2(t) — 
в процессе эксплуатации объектов, и при этом 
имеют место следующие условия [1, 15—20]:
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Традиционная технология вычисления оце-
нок автокорреляционных и взаимных корре-
ляционных функций входных-выходных сиг-
налов объектов контроля осуществляется по 
выражениям
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где Rx′x′(μ) — оценки автокорреляционной 
функции x(t).

Однако вычислить оценки корреляционной 
функции полезного сигнала x(t), зашумленно-
го помехой ε(t) , по выражению (9) невозмож-
но, поскольку отчеты реального сигнала g(iΔt) 
представляют собой сумму отчетов полезного 
сигнала x(iΔt) и помехи ε(iΔt):

 ( ) ( ) ( ).g i t x i t i tΔ = Δ + ε Δ  (10)

С учетом (10) формула (9) принимает вид
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и данная оценка при выполнении условий (7), 
(8) имеет погрешность
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В связи с этим на практике во многих случаях 
не удается обеспечить адекватность результатов 
решаемых задач. Для улучшения достоверности 
и адекватности результатов анализа зашумлен-
ных сигналов необходимо разработать алгорит-
мы и технологии определения оценок диспер-
сии помехи Rε′ε′(0) и взаимных корреляционных 
функций Rx′ε′(μ) и Rε′x′(μ).

Как известно [1, 15—20], формулу вычисле-
ния погрешности дисперсии Dε от суммарной 
помехи можно представить следующим образом:
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Справедливость данного выражения можно 
проверить путем разложения его правой части 
на соответствующие слагаемые, т. е.
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Для реальных инерционных технологиче-
ских объектов практически всегда между раз-
ностями оценок Rx′x′(0) – Rx′x′(Δt), Rx′x′(Δt) – 
Rx′x′(2Δt) имеет место приближенное равенство

 Rx′x′(0) – Rx′x′(Δt) ≈ Rx′x′(Δt) – Rx′x′(2Δt),
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согласно которому можно считать справедли-
вым приближенное равенство

 Rx′x′(0) + Rx′x′(2Δt) – 2Rx′x′(Δt) ≈ 0.

Приближенная оценка Rε′ε′(μ) при μ ≠ 0 для 
инерционных объектов также равна нулю:

 Rε′ε′(μ) ≈ 0.

В результате для стационарных нормально 
распределенных зашумленных сигналов с уче-
том условий (6)—(8) имеем:

 Rx′ε′(0) ≠ 0, Rε′x′(0) ≠ 0, Rε′ε′(0) ≠ 0;

 Rx′x′(0) + Rx′x′(2Δt) – 2Rx′x′(Δt) ≈ 0;

 Rε′ε′(Δt) ≈ 0, Rε′ε′(2Δt) ≈ 0; (15)

 Rx′ε′(Δt) ≈ 0, Rx′ε′(2Δt) ≈ 0;

 Rε′x′(Δt) ≈ 0, Rε′x′(2Δt) ≈ 0

и в правой части выражения (14) получим 
оценку погрешности дисперсии от суммарной 
помехи, совпадающую с (4):

 Dε = Rx′ε′(0) + Rε′x′(0) + Rε′ε′(0) =
 = 2Rx′ε′(0) + Rε′ε′(0). (16)

Отсюда очевидна важность определения 
оценки взаимной корреляционной функции 
Rx′ε′(0) между сигналами x(t) и ε(t).

Характер взаимосвязи между помехой и по-
лезным сигналом четко отражается на оценках 
корреляционной функции Rg ′g ′(μ) между цент-
рированными g′(t) и нецентрированными g(t) 
зашумленными сигналами:
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С помощью формулы (17) можно опреде-
лить оценки Rx′ε′(μ).

Обозначим N++(μ) — число положитель-
ных произведений (g′(iΔt))+g((i + μ)Δt) центри-
рованных положительных отсчетов (g′(iΔt))+

на нецентрированные отсчеты g((i + μ)Δt) при 
временном сдвиге μ, а N–+(μ) — число отрица-
тельных произведений (g′(iΔt))–g((i + μ)Δt) цент-
рированных отрицательных отсчетов (g′(iΔt))–

на нецентрированные отсчеты g((i + μ)Δt) при 
временном сдвиге μ, N++(μ) + N–+(μ) = N. Для
положительных произведений (g′(iΔt))+g((i + μ)Δt)
примем индексы суммирования 

1 ( )
,i i ++ μ

=  

2 ( ) ( )
, ..., ,

N
i i++ ++μ μ

 а для отрицательных произ-

ведений (g′(iΔt))–g((i + μ)Δt) — индексы сумми-
рования 

1 ( ) 2 ( ) ( )
, , ..., .

N
i i i i−+ −+ −+μ μ μ

=

Учитывая, что при любом μ значение корре-
ляционной функции не может превышать на-
чальное значение, а конечное значение равно 
квадрату среднего значения, то очевидно, что 
между суммами положительных и отрицатель-
ных произведений имеют место неравенства
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Вычислительные эксперименты показали, 
что при умножении отсчетов центрированного 
сигнала g′(iΔt) на их нецентрированные g(iΔt) 
отсчеты имеет место неравенство
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При этом разность суммы положительных и 
отрицательных произведений при μ = 0 значи-
тельно больше нуля, т. е.
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Очевидно, что корреляция между x(t) и ε(t) 
ярко отражается на оценке R(g ′)+g(μ), так как 
имеет место неравенство
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Как известно [1], с увеличением временного 
сдвига μΔt между g′(iΔt) и g((i + μ)Δt) при до-
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стижении определенного значения суммы по-
ложительных и отрицательных произведений 
будут приблизительно равны
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Анализ специфики приближенного равен-
ства (21) показывает, что его выполнение мож-
но принимать как информативный признак 
о выполнении условий стационарности, нор-
мальности закона распределения и отсутствии 
корреляции между сигналами x(t) и ε(t).

Однако при зарождении помехи ε2(t) соглас-
но условиям (6)—(8) между суммарной помехой 
ε(t) и полезным сигналом x(t) возникает корре-
ляция вида
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В результате, начиная с момента возник-
новения корреляции между x(t) и ε(t), от ум-
ножения отсчетов анализируемого сигнала на 
коэффициент корреляции rxε увеличиваются 
суммы как положительных, так и отрицатель-
ных произведений
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на величины
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соответственно.
Ясно, что в зависимости от степени корре-

ляции rxε между x(t) и ε(t) в оценках, получен-
ных по выражениям (22)—(24), будут увеличи-
ваться как сумма положительных, так и сумма 
отрицательных произведений.

На практике в системах контроля в боль-
шинстве случаев возникает необходимость 
определения оценки коэффициента корреля-
ции между x(t) и ε(t) в текущий момент време-
ни. Для решения этой задачи можно использо-
вать оценки взаимной корреляционной функ-
ции Rx′ε′(μ), полученные при временном сдвиге, 
когда N++(μ) и N–+(μ) приблизительно равны:
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Однако наличие разности
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свидетельствует об отличии коэффициента 
корреляции rxε от нуля.
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Очевидно, что при положительной корреля-
ция между x(t) и ε(t) сумма положительных про-
из ведений (g′(iΔt))+g((i + μ)Δt) будет больше, чем 
сумма отрицательных произведений (g′(iΔt))–g((i 
+ μ)Δt) и наоборот. Следовательно, в общем 
случае, для определения оценки коэффициента 
корреляции можно использовать формулу
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 (25)

Оценку взаимной корреляционной функ-
ции между полезным сигналом x(t) и помехой 
ε(t) можно определить по формуле

 (0) ,X x xR rε ε ε= σ σ

где σx, σε — средние квадратические отклоне-
ния сигналов x(t), ε(t).

Тогда среднее квадратическое отклонение 
помехи ε(t) можно вычислить, используя фор-
мулу дисперсии суммарной помехи Dε (13):
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Учитывая выражения (1) и (14), можно вы-
числить среднее квадратическое отклонение 
полезной составляющей x(t):

 .X gD D∗
εσ ≈ −  (27)

Принимая во внимание (25)—(27), получаем 
следующее выражение для вычисления взаим-
ной корреляционной функции между полез-
ным сигналом x(t), и помехой ε(t):
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Проведенный экспериментальный анализ 
показал, что в системах момент возникнове-
ния корреляции между полезным сигналом и 
помехой можно контролировать в реальном 
масштабе времени. Для этого, если допустить, 
что оценка погрешности дисперсии Dε сум-
марной помехи ε(t) до появления корреляции 
является стабильной величиной и меняется 
только при появлении корреляции, то раз-
ность оценок Dε1

 и Dε2
 до и после нарушения 

выполнения условий (6)—(8) можно принять 
как аналог оценки (0),xR ∗

ε  т. е.

 
2 1

(0) .xR D D∗
ε ε ε≈ −  (29)

Здесь оценки Dε1
 и Dε2

 определяются по 
формуле (13). При нормальном техническом 
состоянии объекта контроля, когда коэффи-
циент корреляции равен нулю, Dε1

 = Dε. В мо-
мент возникновения корреляции разность (29) 
будет представлять собой оценку взаимной 
корреляционной функции между полезным 
сигналом и помехой.

Технологии проведения
вычислительных экспериментов

и результаты сравнительного анализа

Для проверки достоверности алгоритмов вы-
числения коэффициента корреляции и корре-
ляционной функции между полезным сигналом 
x(t) и помехой ε(t) зашумленного сигнала g(t) 
были проведены вычислительные эксперименты 
в среде компьютерной математики MATLAB.

Сначала сформируем полезный сигнал x(t) 
в виде стационарного случайного процесса 
в виде линейной комбинации гармонических 
колебаний со случайной амплитудой и на-
чальной фазой ϕ вида [15—20]

 
(1,5 )

( ) 20 sin 200,
nk

x t
T

⎛ ⎞
= π + ϕ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
где k = 0, 1, ..., K, K = 2598, n = 1,5; T = 1800 — 
период сигнала.

Начальная фаза ϕ имеет равномерное рас-
пределение вероятностей и задана в виде 
функции rand [size(k)] π/3; формирующий век-
тор соразмерен с вектором k, причем элементы 
вектора принимают случайные значения, рас-
пределенные по равномерному закону в ин-
тервале (0, 1). Допускается, что полезный сиг-
нал — стационарный эргодический процесс.
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С помощью генератора случайных чисел 
сформируем нормально распределенную поме-
ху ε(t) с заданным значением среднего квадра-
тического отклонения σ ε = 7 и нулевым мате-
матическим ожиданием mε = 0. Коэффициент 
корреляции между полезным сигналом x(t) и 
помехой ε(t) составляет rxε = 0,1738. Далее сфор-
мируем зашумленный сигнал g(t) = x(t) + ε(t).

Суть экспериментов сводится к вычисле-
нию коэффициента корреляции xr

∗
ε  и взаим-

ной корреляционной функции (0)xR ∗
ε  между 

полезным сигналом x(t) и помехой ε(t) по раз-
работанным алгоритмам (23)—(28). Получен-
ные значения xr

∗
ε  и (0)xR ∗

ε  сравниваем со зна-
чениями rxε и Rxε(0), которые вычислены по 
традиционным алгоритмам с использованием 
сгенерированных дискретных значений полез-
ного сигнала x(iΔt) и помехи ε(iΔt). Для прове-
дения сравнительного анализа определим зна-
чения относительных погрешностей:

 
•100 %,

(0) (0) (0) (0)•100 %.

x x x x

x x x x

r r r r

R R R R

∗
ε ε ε ε

∗
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Δ = −

Анализ полученных результатов позволяет 
сделать следующие выводы:

1) сумма положительных произведений 
больше, чем отрицательных:

 
1 1

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

N N

i i
g i t g i t g i t g i t

N N

++ −+
+ −

= =
′ ′Δ Δ > Δ Δ∑ ∑

и составляет 1392,6 > |1148,9|;
2) число N++ положительных произведений 

больше числа N–+ отрицательных произведе-
ний: N++ > N–+ и составляет 6750 > 6240;

3) взаимная корреляционная функция, вы-
численная по формуле (17), равна Rg′g(0) = 275,5;

4) положительные произведения, вычислен-
ные по формуле (20), равны 

( )
(0)

g g
R +′  = 1392,6;

5) вычисленная по формуле (25) оценка ко-
эффициента корреляции xr

∗
ε  = 0,17087 и задан-

ная оценка rxε = 0,17382 практически совпада-
ют, и значение относительной погрешности 
составляет Δrxε = 1,6975 %;

6) вычисленная по формуле (28) оценка кор-
реляционной функции (0) 19,58xR ∗

′ ′ε =  и задан-
ная оценка Rx′ε′(0) = 19,205 практически совпа-
дают, и значение относительной погрешности 
составляет ΔRx′ε′(0) = 1,954 %.

Заключение

Несмотря на то, что современные измери-
тельные устройства обладают высокой на-
дежностью и точностью измерения, не всегда 
удается обеспечить адекватность результатов 
задач, решаемых в системах мониторинга и 
контроля. Это обусловлено отсутствием алго-
ритмов и технологий, позволяющих извлечь 
из зашумленных сигналов как можно больше 
ценной информации в результате вычисления 
характеристик помехи, полезной составляю-
щей и их взаимосвязи.

Предлагаемая в работе технология определе-
ния оценок взаимной корреляционной функции 
и коэффициента корреляции между полезным 
сигналом и помехой путем анализа взаимосвязи 
между центрированным и нецентрированным 
сигналами позволяет извлечь дополнительную 
полезную информацию из зашумленных сигна-
лов. Благодаря этому открывается возможность 
формирования важных информативных при-
знаков, повышающих степень достоверности и 
надежности функционирования современных 
информационных систем.
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Abstract

The article is devoted to the development of algorithms for calculating the cross-correlation function and the correla-
tion coefficient between the useful signal and the noise of a noisy signal. The authors analyze the factors influencing the 
adequacy of the results of solving the problems of monitoring, control, management, etc. It is noted that when processing 
noisy signals, algorithms and technologies for separate processing of the useful component and the noise should be used. 
It is shown that in the event of malfunctions, such an important condition as the absence of correlation between the useful 
signal and the noise is violated in monitoring and control systems. Therefore, the problem arises of calculating the cross-
correlation function and the correlation coefficient between the useful signal and the total noise as well. Algorithms are 
proposed for calculating the estimates of the correlation coefficient and the correlation function between the useful signal 
and the noise of noisy signals. It is pointed out that the moment of occurrence of the correlation between the useful signal 
and the noise can be monitored in real time in information systems. It is shown that the estimate of the variance of the 
total noise before the appearance of the correlation is a stable value. When a correlation appears, the value of the vari-
ance of the total noise changes. The difference in the variance estimates is taken as an analogue of the estimate of the 
cross-correlation function between the useful signal and the noise at zero time shift.A technology for conducting computa-
tional experiments is proposed. Discrete values of the useful signal, noise and noisy signal are generated. The correlation 
coefficient and the cross-correlation function between the useful signal and the noise are calculated by the developed and 
traditional algorithms. A comparative analysis is carried out. It is shown that the proposed technologies for calculating the 
estimates of the cross-correlation function and the correlation coefficient between the useful signal and the noise, as well as 
the variance of the total noise, make it possible to extract additional important information from noisy signals. This opens 
up the opportunity to increase the efficiency of the analysis of noisy signals.
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