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Задача динамической имитации полета летательного аппарата
на робототехническом стенде*

Постановка задачи
динамической имитации полета

Для  качественного обучения пилотов воз-
никает необходимость использовать различно-
го рода динамические тренажеры, позволяю-
щие проводить обучение пилотов в условиях, 
наиболее приближенных к реальным. Раз-
личные кинематические схемы таких стендов 
и алгоритмы динамической имитации полета 
рассмотрены в работах [1, 2].

В качестве перспективного тренажера для 
пилотов сверхзвукового летательного аппара-
та (ЛА) предполагается использовать стенд на 
базе промышленного робота-манипулятора. 
Схема такого стенда представлена на рис. 1. На 
концевом эффекторе манипулятора устанав-
ливается кабина с креслом для пилота.

*Работа выполнена при финансовой поддержке Мини-
стерства науки и высшего образования РФ в рамках про-
граммы центра "Сверхзвук" (соглашение 075-15-2022-331).

Задача динамической имитации решается 
в рамках концепции динамической имитации 
для системы чувствительных масс пилота, на-
ходящихся на стенде и в кабине ЛА [2].

Для постановки задачи первой фазы дина-
мической имитации следует рассмотреть одну 
из основных динамических характеристик 
движения — вектор перегрузки
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где |g0| — модуль ускорения свободного паде-
ния на экваторе (9,78 м/с2); g

�
 — вектор грави-

тационного ускорения; w
�
 — вектор абсолют-

ного ускорения расчетной точки N (чувстви-
тельной массы механорецептора пилота).

Пусть известна текущая перегрузка ( )Pn t
����

 
расчетной точки N в реальном полете ЛА. Ма-
тематическая постановка задачи динамиче-
ской имитации выглядит как определение 
ускорения концевика стенда ( )kw t

����
 (соответ-

ственно, перегрузки в расчетной точке N) и 

Для обучения пилотов управлению летательными аппаратами используются тренажерные комплексы, вклю-
чающие в себя стенды для динамической имитации. Данные тренажеры должны создавать для оператора условия, 
наиболее приближенные к реальным, т. е. имитировать поведение летательного аппарата. В статье рассмотрена 
постановка задачи динамической имитации для стенда на базе промышленного робота-манипулятора. На концевом 
эффекторе робота устанавливается кабина с креслом для пилота.

Алгоритмы динамической имитации включают в себя две фазы: фазу имитации движения для пилота и фазу 
возврата в центр рабочей области с допороговыми значениями перегрузки, когда стенд находится близко к границе 
рабочей области. При выполнении фазы имитации стенд должен реализовывать такое движение, чтобы угловые 
ускорения, действующие на человека, и вектор перегрузки, действующий на центр масс человека на стенде, полно-
стью совпадали с реальными, либо, если нет возможности, то чтобы совпадало направление этих векторов. При 
реализации второй фазы концевая точка стенда должна выполнять возврат в центр рабочей области с допороговыми 
значениями ускорений, но наиболее быстрым образом. Таким образом мы получаем задачу о переводе стенда из одного 
положения в другое при наличии ограничений на развиваемые скорости, ускорения и моменты сил. Данная задача 
может быть представлена как обобщение классической задачи о брахистохроне.

В статье рассмотрено решение задачи о движении материальной точки в однородном поле силы тяжести по 
кривой, расположенной в вертикальной плоскости, при наличии ограничений на кривизну траектории. Необходимо 
выбрать форму кривой таким образом, чтобы время спуска было минимальным. Решение этой задачи получено мето-
дами оптимального управления, рассмотрены случаи реализации регулярного и особого управлений, изучен вопрос их 
сопряжения, числа переключений между участками регулярного и особого управлений.

Ключевые слова: динамическая имитация, брахистохрона, оптимальное управление, принцип максимума Понтря-
гина, особое оптимальное управление
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квазистационарных углов поворота кабины 
стенда ( )tχ�  исходя из решения задачи мини-
мизации критерия
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 — вектор перегрузки в расчетной 
точке N стенда.

Аналогичная задача может быть сформули-
рована для имитации угловых ускорений
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Если расчетная точка N расположена в цен-
тре подвеса кабины, то эти задачи можно раз-
делить.

Для простоты рассмотрим первую задачу — 
имитации перегрузки при маневрах ЛА в вер-
тикальной плоскости. В силу различного рода 
ограничений на кинематические и динамиче-
ские параметры стенда задача динамической 
имитации может быть решена с приемлемой 
точностью только для ограниченных манев-
ров ЛА на сравнительно коротком интервале 

времени. На фазе собственно динамической 
имитации концевой эффектор стенда должен 
находиться в так называемой рабочей области 
динамического стенда. Рабочая область явля-
ется некоторым сужением области допустимых 
положений концевого эффектора манипуля-
тора. На рис. 2 показана область допустимых 
положений D эффектора для робота-манипу-
лятора FANUC M2000iA. Из граничных точек 
рабочей области манипулятора R (рис. 2) воз-
можно осуществить торможение концевой точ-
ки (эффектора) без выхода за рамки допусти-
мых положений стенда D.

Если на первой фазе динамической имита-
ции концевой эффектор выходит на границу 
рабочей области R (точка B на рис. 2), осущест-
вляется вторая фаза алгоритма динамической 
имитации — скорейший по времени перевод 
стенда на множество стартовых положений 
стенда с допороговыми перегрузками

 || ( , )|| ,n N t ε
�

m

где ε — порог чувствительности по перегрузке 
для человека.

Рис. 1. Динамический стенд на базе промышленного робота-манипулятора
Fig. 1. Dynamic stand based on an industrial robotic arm



548 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 23, № 10, 2022

Таким образом, алгоритм динамической 
имитации состоит из двух фаз: фазы динами-
ческой имитации движения ЛА и фазы возвра-
та на множество стартовых положений конце-
вого эффектора.

Реализация второй фазы алгоритма 
динамической имитации

Рассмотрим задачу возврата на множество 
стартовых положений. Множество стартовых 
положений находится в центре рабочей обла-
сти и в нашем случае представляет вертикаль-
ную прямую P (рис. 2). Для сохранения каче-
ства динамической имитации фаза возврата 
(перевод из точки B в точку С на рис. 2) должна 
составлять минимально возможный интервал 
времени. Определив оптимальное движение 
концевого эффектора, можно вычислить про-
граммные движения звеньев манипулятора.

Таким образом, задача возврата сводится к за-
даче быстрейшего перевода материальной точки 
в вертикальной плоскости в поле силы тяжести 
при наличии ограничений. Данную задачу мож-
но назвать обобщением задачи о брахистохроне.

Классическая постановка задачи о брахи-
стохроне и одно из ее первых решений принад-
лежат Иоганну Бернулли. Поскольку эта зада-
ча и ее различные модификации и обобщения 
имеют много различных приложений, они пред-
ставляют большой интерес для исследователей. 
Так, в работе [3] приведены краткая история ре-

шения классической задачи 
и некоторая классификация 
имеющихся ее обобщений. 
Это и "элементарные" реше-
ния, не использующие мето-
ды вариационного исчисле-
ния и оптимального управ-
ления, и задачи о движении 
частицы в разных силовых 
полях [4—6], релятивистские 
обобщения. Рассматривается 
также брахистохронное дви-
жение частицы по поверхно-
сти, движение протяженных 
тел и брахистохрона для си-
стемы переменной массы [7].

В работе [8] методами 
вариационного исчисления 
решается задача прихода не 
только из точки в точку, но 

и с кривой на кривую. В статье [9] рассматри-
вается пространственная брахистохрона.

Особое внимание уделяется задачам о бра-
хистохроне с трением [3, 10—12]. В работе [3] 
исследован случай сухого трения как реше-
ние изопериметрической вариационной зада-
чи. В работе [10] исследован случай линейного 
и квадратичного законов трения, в качестве 
управления рассматривается угол наклона 
траектории.

В статьях [11, 13] дополнительно предпола-
гается наличие разгоняющей силы, действую-
щей на материальную точку. В качестве управ-
ления принимается отношение нормальной 
составляющей реакции связи R к количеству 
движения частицы MV.

Существуют работы, изучающие движение 
протяженных тел вдоль брахистохронной кри-
вой [14, 15]. В частности, в статье [14] рассмо-
трен случай брахистохронного движения са-
ней Чаплыгина.

В настоящей статье рассмотрены мини-
мальные по времени траектории частицы для 
случая, когда явно заданы ограничения на 
кривизну траектории.

Выберем систему координат, совпадающую 
с трехгранником Френе рассматриваемой кривой.

В качестве управления будем использовать 
кривизну u траектории частицы. Пусть непод-
вижная координатная плоскость Oz1z2 располо-
жена в вертикальной плоскости и 0 m s m S —
длина дуги гладкой регулярной кривой, лежа-
щей в плоскости Oz1z2. Обозначим координаты 

Рис. 2. Множество допустимых положений D концевого эффектора пятого звена ма-
нипулятора, его сужение — рабочая область R, вертикальная линия P — множество 
стартовых точек
Fig. 2. The set of admissible positions D for the manipulator end effector, the set constriction 
is the work area R, vertical line P is the set of starting points
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единичного вектора касательной т
1 2 ,( � )x xτ =

�

а координаты нормали т
2 1 .( )n x x= −

�
 Обозначим 

x3 = v2 — квадрат скорости точки M, а x4 = L(s), 
x5 = H(s) — ее горизонтальную и вертикальную 
координаты.

Уравнения движения материальной точки 
единичной массы вдоль кривой следующие:
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где x6(s) — текущее время движения точки M.
Краевые условия в (1) следующие:
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Поставим задачу минимизации времени при-
хода в заданную точку на плоскости Ox4x5:

 6( ) min .
m

k
u u

x t →
m

 (3)

Получим решение поставленной задачи, ис-
пользуя необходимые условия оптимальности 
в виде принципа максимума Понтрягина.

Функция Понтрягина имеет вид

 
2 1 1 2 2 3 1 4

6
2 5 0 1

3

2

,

H ux ux gx x

x H uH
x

= ψ − ψ − ψ ψ

ψ =

+ +
ψ

+ + +

где 1 2 1 1 2,H x x= ψ − ψ  а 6
0 1 4 2 5 3

3

( 2 ) .H x x g
x

ψ
= ψ + ψ − ψ +

Учитывая условия трансверсальности прин-
ципа максимума, запишем сопряженную си-
стему с краевыми условиями на правом конце 
траектории:
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На экстремалях Понтрягина управление 
подчиняется условиям:
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Рассмотрим движение по особой дуге при 
* **[ ,� ].s s s∈

Здесь выполнены следующие соотношения:
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Из условий (7) и (8) найдем особое управ-
ление
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Если ψ4 > 0, условия Келли оптимальности 
особого управления выполнены. Действитель-
но, подставляя (7) в (9), получим
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Закон изменения особого управления пере-
пишется в виде
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Подставляя во второе уравнение (1), полу-
чим, что на особой траектории
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откуда следует уравнение особой кривой на 
плоскости Ox2x3

 0 2 2 2
3 2 2 02

1
(( ) ) ,x x x v

c
= − +  (13)

координаты особой кривой на плоскости Ox4x5
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Время движения по особой кривой опреде-
ляется формулой

 0 0
2 26 6

1
(arcsin arcsin ).

2
x x x x
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− = −  (16)

Рассмотрим модификацию поставленной 
экстремальной задачи, когда вертикальная ко-
ордината конечной точки x5(sk) не фиксирована.

Получаем задачу о минимуме времени при-
хода на заданную вертикальную прямую.

В этом случае из условий трансверсально-
сти принципа максимума сопряженная пере-
менная ψ5 = 0, и из равенства (7) получим кра-
евое условие

 x2(tk) = 0. (17)

Рассмотрим теперь движение по регулярному 
участку экстремали Понтрягина, где u = const.
В этом случае
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Координаты регулярной кривой:
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Оптимальная кривая представляет собой 
часть окружности
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Для того чтобы найти время движения по 
регулярному участку, сделаем некоторые пре-
образования. Обозначим
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Тогда из (18) получим
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Сделав замену sinθ/2 = sinθn/2•sinϕ = ksinϕ, 
получим время движения

 2 2
06

1
�sign� ( ( , ) ( , )),�x u F k F k

g u
= − ϕ − ϕ  (21)

где F(ϕ, k2) — неполный эллиптический инте-
грал первого рода.

Рассмотрим структуру оптимального управле-
ния в поставленной задаче о брахистохроне. Оп-
тимальная траектория может состоять из участ-
ков с регулярным либо особым управлением.

Пусть сначала g = 0. Тогда поставленная за-
дача есть вариант задачи о машине Дуббинса: 
найти на плоскости кратчайший путь, соеди-
няющий две точки. Решение состоит из ку-
ска окружности, представляющей регулярный 
участок, и прямой, представляющей особое 
решение.

Рассмотрим вопрос сопряжения регулярно-
го и особого участков оптимальной траекто-
рии. Пусть в некоторый момент времени t* по-
пали на особый участок. Рассмотрим проек-
цию решения на плоскость Ox2x3. Через 

* *
2 3( , )x x  обозначим точку сопряжения.
Пусть особая кривая попадает на конечное 

многообразие 3(0, )kx  и при этом особое управ-
ление лежит внутри допустимого интервала 
управления [umin, umax].

Допустим, что на отрезке времени [t′, t′′] оп-
тимальное решение сошло с особой кривой и 
вернулось обратно. Поскольку особое решение 
получено из условия неотрицательности вто-
рой вариации функционала, такое решение не 
может быть лучше по времени, чем при движе-
нии по особому участку.
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Поэтому сойти с особого участка решение 
может только если:

а) особая траектория не попадает на конеч-
ное многообразие;

б) особое управление достигает допустимой 
границы.

Пример оптимального перехода на заданную 
вертикальную прямую

Рассмотрим теперь задачу попадания за 
кратчайшее время на прямую x4(tk) = L. Будем 
считать ограничения на управление симме-
тричными |umin| = umax > 0.

В силу (11) особое управление монотонно 
растет, потому если в момент сопряжения его 
значение принадлежит допустимому отрезку, 
то в дальнейшем это свойство сохраняется. 
Особая кривая попадает на конечное многооб-
разие, где x2(tk) = 0.

Поэтому структура решения такова, что на 
начальном отрезке времени оптимальное управ-
ление лежит на границе допустимого отрезка по 
управлению, а далее — особое решение до мо-
мента tk попадания на конечное многообразие.

Рассмотрим сначала случай, когда ограни-
чения на управление отсутствуют: umin = –∞. 
Тогда на всем отрезке времени осуществляется 
особое управление.

На рис. 3 показаны особые траектории и 
соответствующие им особые управления при 
фиксированной начальной скорости точки
v0 = 0,1 м/с и различных начальных углах на-
клона траектории θ(0). Заметна большая чув-
ствительность особой траектории к измене-
нию начального наклона.

Заметим, что наклон траектории и скорость 
точки на особой дуге связаны интегралом (13). 
Соответственно, каждому фиксированному 
положению граничной вертикальной прямой 
соответствует определенный начальный угол 
наклона траектории θ(0). Он определяется из 
граничного условия 4 2( ) ,kx x L=  где x4 вычис-
ляется по формуле (14).

Если начальный угол наклона отличается от 
наклона особой траектории, либо в начальный 
момент не выполняются ограничения на кри-
визну, начальный отрезок траектории пред-
ставляет собой регулярную дугу. Рассмотрим 
вопрос сопряжения регулярной и особой дуги 
экстремали Понтрягина на примере.

Пусть заданы параметры экстремальной за-
дачи

 L = 1 м, v0 = 0,1 м/с,
 θ0 = –1,54, umin = –30,5 м–1.

В общем случае точку сопряжения регуляр-
ного и сингулярного кусков * *

2 3,( )x x  находим, 
вычислив корень квадратного уравнения

Рис. 3. Особые траектории (а) и особые управления (б)
Fig. 3. Singular trajectories (а) and singular control (б)

Рис. 4. Сопряжение регулярной и особой дуг оптимальной 
траектории
Fig. 4. Conjugation of the optimal trajectory regular and singular arcs
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где θ0 — начальный угол наклона регулярного 
траектории, а 0

1x  — координата особого куска 
траектории, соответствующая начальной ско-
рости v0.

На рис. 4 показан пример сопряжения на 
плоскости Ox2x3.

Сопряжение регулярного и особого управ-
лений представлено на рис. 5.

В точке сопряжения управление претерпевает 
скачок, что соответствует условиям оптимально-
го сопряжения регулярного и особого управле-
ний для особой дуги первого порядка [15].

Как показано выше, параметру L соответ-
ствует определенное значение начального угла 
особой дуги.

Проверим, является ли 
угол наклона θ0, соответ-
ствующий особому участку, 
оптимальным с точки зре-
ния общего времени прихо-
да T на терминальное мно-
гообразие — вертикальную 
прямую.

На рис. 6 показано срав-
нение времени движения по 
оптимальной траектории 
для различных начальных 
углов наклона.

Результаты, представлен-
ные на рис. 6, показывают, 
что начальный наклон тра-
ектории θ0 = –88,6°, соот-

ветствующий особому решению, является оп-
тимальным.

Можно показать, что этот результат верен 
для общего случая. Он следует из принципа 
максимума Понтрягина. Действительно, изме-
ним начальные условия: сделаем угол наклона 
начальной скорости точки θ0 свободным.

Тогда краевое условие на левом конце (2) 
примет вид

 
2 2
1 2 3 0

4 5 6

(0) (0) 1, (0) ,

(0) (0) (0) 0.

x x x v

x x x

+ = =
= = =

Из условия трансверсальности на левом 
конце траектории следуют соотношения

 1 1 1 2 1 2(0) 2 (0), (0) 2 (0).x xψ = λ ψ = λ  (22)

Подставив эти значения в выражение (7) 
для функции H1, получим

 1 2 1 1 2(0) (0) (0) (0) (0) 0.H x x= ψ − ψ =

Это означает, что экстремаль Понтряги-
на в начальный момент находится на особом 
участке. Если особый участок является допу-
стимым, то вся экстремаль будет совпадать 
с особым участком. В этом случае оптималь-
ный начальный угол наклона скорости соот-
ветствует наклону на особом участке.

Рассмотрим вопрос о числе переключений 
на регулярном участке до момента сопряжения 
с особым участком. Как было показано выше, 
осуществить сопряжение можно при посто-
янном управлении, знак которого зависит от 
того, больше либо меньше начальный наклон 
наклона на особом участке.

Рис. 5. Оптимальное управление в точке сопряжения
Fig. 5. Optimal control in conjugation point

Рис. 6. Оптимальное время движения T в зависимости от на-
чального угла наклона вектора скорости
Fig. 6. Motion time T dependence of initial inclination angle of 
velocity vector
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Для решения задачи наибыстрейшего по-
падания в точку сопряжения * *

2 3( , )x x надо ре-
шить задачу быстрейшего перехода из началь-
ной точки (x2(0), v0) на вертикальную прямую 

*
2 2.x x=  Поскольку второе уравнение систе-

мы (1) отделяется от остальных, смена знака 
управления u приводит к увеличению времени 
прихода в точку *

2.x

Заключение

В статье дана постановка задачи динами-
ческой имитации управляемого полета для 
тренажера на базе промышленного робота-ма-
нипулятора. Показано, что алгоритм динами-
ческой имитации состоит из двух фаз: ими-
тации перегрузки в рабочей области стенда и 
возврата на множество стартовых положений. 
Последняя задача может быть представлена 
как обобщение задачи о брахистохроне.

Приведено решение задачи о движении ма-
териальной точки по кривой в вертикальной 
плоскости в однородном поле силы тяжести при 
наличии ограничений на кривизну траектории. 
Получено полуаналитическое решение задачи 
оптимизации, описана структура сопряжения 
регулярного и сингулярного решений и изучен 
вопрос числа переключений между участками 
регулярного и особого управлений.
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Abstract

Various simulators with motion cueing simulation stands, which make it possible to create an acceleration environment 
for the pilot that is close to a real flight, are used for training aircraft pilots. The article considers the formulation of the 
motion cueing simulation on a stand based on an industrial manipulator. Motion cueing simulation algorithms include two 
phases: motion cueing simulation phase and phase of return to the working area center. During simulation phase the stand 
must implement such a movement that the angular accelerations acting on the person and the overload vector acting on the 
center of mass of the operator completely coincide with the real ones. If it is not possible then just the directions of these 
vectors should coincide. During the second phase the stand end point must return to the working area center with accelera-
tion values below the threshold, but in the fastest way. This task can be presented as a generalization of the brachistochrone 
problem. The article considers the problem of the material point motion in a uniform gravity field along a curve located in 
a vertical plane, in the presence of restrictions on the trajectory curvature. It is necessary to choose the curve shape in such 
a way that the descent time is minimal. The problem solution is obtained by optimal control methods, the cases of regular 
and singular control realization are considered, the question of its conjugation. Also, the switching number between sections 
of regular and singular control is studied.

Keywords: motion cueing imitation, brachistochrone, optimal control, Pontryagin’s Maximum Principle, singular op-
timal control
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