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При построении закона управления мостовым краном рассматривается двухмаятниковая модель с подвесом крю-
ка, на который подвешен переносимый груз, и подвесом груза. Эта модель более точно описывает динамику пере-
мещения груза, что особенно критично в ряде режимов работы крана, включая случаи, когда массоинерционные 
параметры груза близки к аналогичным параметрам крюка. Описывается математическая модель двухмаятниковой 
механической системы подвеса крана по одной оси его движения с учетом воздействия сил трения при перемещении 
тележки крана и ветрового возмущения, действующего на переносимый груз. Также представлена линеаризованная 
модель перемещения крюка с управляющим воздействием в виде заданной скорости перемещения тележки крана. По-
следнее соответствует использованию сервопривода или шагового двигателя для управления тележкой. На основе 
полученной линеаризованной модели строится закон адаптивного управления с использованием схемы, включающей 
алгоритм текущей параметрической идентификации, неявную эталонную модель, "упрощенные" условия адапти-
руемости с непосредственным отслеживанием перемещения крюка (через него — перемещения груза) по свойствам 
назначенного эталона. Этот закон управления позволяет строить управление краном при текущей параметрической 
неопределенности свойств крана, переносимого груза и внешних возмущений (предполагается лишь приблизительная 
информация о некоторых параметрах). Показано, что в случае, когда собственная частота назначенного эталона 
меньше таковой для подвеса крюка, предлагаемый закон управления порождает асимптотическое перемещение крю-
ка (груза) в назначенную точку и гашение угловых колебаний подвеса крюка и подвеса груза. Для более эффективного 
гашения угловых колебаний в случае больших значений момента инерции груза предлагается дополнить заданное 
значение перемещения крюка демпфирующими движениями на основе углового движения подвеса груза. Приведены 
модельные примеры, подтверждающие теоретические выводы. Показано, что предлагаемое решение позволяет стро-
ить управление мостовым краном при действии шумов измерений и задержек сигнала управления.
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Адаптивное управление двухмаятниковым подвесом мостового крана

ных параметров и в некоторых других ситуациях 
могут проявляться свойства, описываемые толь-
ко двухмаятниковой моделью. В частности, могут 
появляться двухмаятниковые колебания, кото-
рые сложно погасить даже опытному оператору 
крана. Поэтому для автоматизации управления 
краном на указанных режимах необходимо ис-
пользовать двухмаятниковую модель.

Построению систем управления мостовым 
краном с использованием двухмаятниковой 
модели посвящен ряд работ, например [10—12]. 
Однако они строятся либо при условии апри-
орной информации о параметрах крана и груза, 
либо требуют предварительной настройки за-
кона управления. Последнее при текущей не-
определенности внешних возмущений не дает 
должного решения. Другие методы адаптивного 
управления, например рассмотренные в работе 
[13], строятся на теории устойчивости Ляпунова 

Введение

Обычно при анализе динамики мостового 
крана и построении систем управления им рас-
сматривают одномаятниковую модель в виде 
перемещающейся тележки с подвешенным гру-
зом. Этому посвящено большое число работ, 
например [1—9], с реализацией разных методов 
управления.

Однако на самом деле подвешенными являют-
ся две отдельные массы (без учета тросов): крюк и 
переносимый груз, т. е. подвесная система крана 
образует двухмаятниковую механическую систе-
му. В случае, когда массоинерционные параметры 
переносимого груза намного больше таковых для 
крюка, с учетом соседства расположения крюка 
и груза (что соответствует большинству случаев) 
одномаятниковая модель вполне применима. Од-
нако при близости указанных массоинерцион-
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с дискретной реализацией настройки параме-
тров закона управления на основе градиентных 
процедур. Параметры последних сложно обо-
сновать предварительно, и они подбираются для 
конкретных случаев.

Настоящая работа, являясь логическим про-
должением работ [9, 14], нацелена на распростра-
нение метода адаптивного управления мостовым 
краном на основе "упрощенных" условий адап-
тируемости с непосредственным отслеживанием 
перемещения груза для режимов работы крана, 
когда его динамика описывается только двух-
маятниковой моделью. Данный метод позволяет 
строить управление при текущей априорной не-
определенности параметров крана, груза и воз-
мущений.

Математическое описание двухмаятниковой 
модели крана и задача управления

Рассмотрим математическую модель крана 
с двухмаятниковым подвесом груза при его 
движении по одной оси (рис. 1). Первый ма-
ятник образует крюк, подвешенный к тележке 
крана, а второй — переносимый груз, подве-
шенный на крюк. Будем считать, что тросовые 
подвесы не имеют массы и момента инерции, 
а угловые движения не имеют сопротивлений. 
Также будем считать, что вертикального пере-
мещения груза нет, ветер непосредственно воз-
действует только на переносимый груз.

На рис. 1 обозначено: mт — приведенная мас-
са тележки (с учетом инерции вращающихся 
при движении ее колес); mк, mг — массы крюка 
и переносимого груза соответственно; Jк, Jг — 
центральные осевые (ось перпендикулярна ри-
сунку) моменты инерции крюка и груза соот-
ветственно, принимаем условие: Jк < Jг; lк, lг — 
длина подвеса крюка и длина подвеса груза со-
ответственно, т. е. длина подвеса от точки его 
крепления на тележке до центра тяжести крюка 
и от центра тяжести крюка (считаем, что эта 
точка совпадает с точкой подвеса груза) до цен-
тра тяжести груза соответственно; x — линей-
ное перемещение тележки; v x= �  — линейная 
скорость перемещения тележки, vзад — задан-
ное ее значение; fупр — управляющая сила со 
стороны привода тележки крана; fтр = kтрv — 
сила трения, противодействующая линейному 
перемещению тележки крана, kтр — коэффици-
ент вязкого трения (более точная модель воз-
можного трения не приводится в силу исполь-
зования управления по заданной скорости); 
fв — сила ветрового воздействия на груз из-за 
его парусности, считаем, что |fв| n mгg; ϕк, ϕг — 
углы отклонения от вертикальной оси подвеса 
крюка и подвеса груза соответственно; Δϕ =
= (ϕг – ϕк) — угол отклонения подвеса груза от-
носительно подвеса крюка (относительный угол 
отклонения груза); xк = x + lкsinϕк — линейное 
перемещение крюка по горизонтальной оси;
xг = xк + lгsinϕг — аналогичное перемещение 

груза; в в
к г,M M  — внешние 

моменты, действующие на 
подвес крюка и груза соот-
ветственно из-за воздействия 
ветра (оба момента при от-
сутствии ветра равны нулю); 
v1= lкϕк, v2= lгϕг — линейные 
скорости крюка и груза, если 
считать линейные скорости 
точек опоры их подвесов ну-
левыми (перпендикулярны 
линиям lк, lг соответствен-
но); vк, vг — полные линей-
ные скорости крюка и груза 
соответственно.

Рассмотрим, как влияет ве-
тер на указанную механиче-
скую cиcтему. Для этого ис-
пользуем известную теорему 
Пуансо по параллельному пе-
реносу силы, при этом считая, 
что подвесы крюка и груза яв-

Рис. 1. Двухмаятниковая модель подвеса груза на мостовом кране
Fig. 1. The double pendulum model of load suspension on overhead crane
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ляются абсолютно жесткими телами (такое мож-
но допустить исходя из принятой безынерцион-
ности тросов соединения). Согласно теореме 
вектор силы fв можно параллельно переместить 
в центр тяжести крюка и приложить при этом 
момент к подвесу груза: в

г г в гcos .M l f= ϕ  Ана-
логичным образом перенесенную силу, так как 
она действует и на подвес крюка, можно парал-
лельно переместить и дальше в точку подвеса 
крюка на тележке (в виде дополнительной силы 
на тележку) с приложением момента на подвес 
крюка: в

к к в кcos .M l f= ϕ
Таким образом, представленная механиче-

ская система является трехзвенной, включаю-
щей тележку крана с линейным перемещением 
(x), на которую воздействует сила (fупр – fтр+ fв), 
подвес крюка с угловым движением (ϕк), к ко-
торому приложен момент от ветра в

к( ),M  и 
подвес груза с угловым движением (ϕг, Δϕ) и 
приложенным моментом в

г( ).M  Поэтому для 
описания динамики движения этой системы 
можно воспользоваться известным уравнени-
ем Эйлера—Лагранжа для неконсервативных 
систем, которое здесь можно записать в виде
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где L = K – П; K, П — полная кинетическая 
и потенциальная энергии механической систе-
мы соответственно; t — текущее время.

Полная кинетическая энергия определяет-
ся как

 2 2 2 2 2
т к к г г к к г г0,5( ).K m v m v m v J J= + + + ϕ + ϕ� �  (2)

Квадраты полных линейных скоростей 
крюка и груза находятся из их составляющих 
по горизонтальной и вертикальной осям:
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Полная потенциальная энергия равна

к г к к г г г( ) (1 cos ) (1 cos ),П m m gl m gl= + − ϕ + − ϕ  (5)

где g — ускорение свободного падения; первое 
слагаемое определяет увеличение потенциаль-
ной энергии при Δϕ ≡ 0, второе — при незави-
симом изменении угла ϕг .

Подстановка уравнений (2)—(5) в систему 
(1) с определением частных производных дает 
систему дифференциальных уравнений:
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Полученная система уравнений согласуется 
с выводами работ [10—12], правда, в указанных 
работах представлена модель для двойного мате-
матического маятника и при отсутствии ветра.

Принимая во внимание тот факт, что угло-
вые движения подвесов крюка и груза обычно 
имеют достаточно малый диапазон и малую 
скорость, примем: cosϕк ≈ 1, cosϕг ≈ 1, cosΔϕ ≈ 1, 
sinϕк ≈ ϕк, sinϕг ≈ ϕг, sinΔϕ ≈ Δϕ, 2

кк кsin 0,ϕ ϕ ≈�  
2
г гsin 0,ϕ ϕ ≈�  2

г sin 0,ϕ Δϕ ≈�  2
к sin 0.ϕ Δϕ ≈�  Тогда 

динамику движения крана можно приблизи-
тельно описать следующей системой уравнений:
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Разрешая эту систему уравнений относи-
тельно переменных к г, , ,x ϕ ϕ�� �� ��  получим:
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где параметры имеют вид:
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Все указанные параметры (8), за исклю-
чением 

к г

1 1 1, , ,xa a aϕ ϕ  являются постоянными. 
Считается, что все они и их составляющие 
неизвестны в текущий момент времени, до-
пускается лишь приблизительная информа-
ция о них. Полагаем, что точно известными 
являются лишь массоинерционные параметры 
крюка и величина lг.

Поставим задачу управления тележкой кра-
на в указанных условиях как задачу обеспече-
ния скорейшего перемещения груза в заданное 
положение по горизонтальной оси (в целевую 
точку) с демпфированием его колебаний и па-
рированием возмущений. При этом решение 
будем строить посредством управления поло-
жением крюка — основного места для располо-
жения необходимых датчиков с дистанцион-
ной передачей данных. Таким образом, задача 
управления в условиях текущей параметриче-
ской неопределенности может быть задана сле-
дующими требованиями (в условиях возмож-
ного воздействия ветра: fв = const ≠ 0):
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где зад
кx  — заданное положение крюка, опреде-

ляемое по зад
гx  — заданному положению груза; 

fФНЧ(ϕг) — функция низкочастотной фильтра-
ции угла отклонения подвеса груза с получе-
нием среднего его значения.

Как показано в работе [9], решение первых 
двух требований (9) в условиях текущей пара-
метрической неопределенности можно полу-
чить путем использования схемы адаптивного 
управления с идентификатором и назначаемой 
неявной эталонной моделью, направленной на 
отслеживание перемещения груза в целевую 
точку, а также с использованием "упрощенных" 
условий адаптир уемости. При этом в условиях 
использования сервопривода управления теле-
жкой целесообразно в качестве управляющего 
сигнала формировать заданную скорость пере-
мещения тележки (vзад), как это было предло-
жено в работе [14].

Для удобства решения указанной задачи це-
лесообразно вместо использования системы (8) 
описать динамику изменения переменной xк, 
определенной по рис. 1. На основании рис. 1 и 
системы (8) можно записать:

упрк
к кк к к

1
к к упр,

fx
x xx x xx a x a a a a fϕ Δϕ≈ + ϕ + Δϕ + +��� � � � � � �  (10)

где

к кк ;x x x
x xa a l aϕ= +� � ��  к к гк г

к к кк( ) ( );x xxa a a l a aϕ ϕ ϕϕ ϕ
ϕ ϕ= + + +�  

 гг
к кк ;xxa a l aϕϕΔϕ

ϕ= +�  
к к

1 1 1
к ;x xa a l aϕ= +�

 упр упрупр

к кк .f ff
xxa a l aϕ= +�

Далее применим подход, использованный 
в работе [14], для исключения из соотношения 
(10) сигнала fупр. Выразим этот сигнал из пер-
вого равенства (8):

 
упрк г г 1

упр к[ ( ) ]/ fx
x x x x x xf x a x a a a a aϕ ϕ ϕ≈ − − + ϕ − Δϕ −��� �

и подставим этот результат в соотношение (10). 
С учетом того, что упр упр

к к
/ 0,f fx x

x x xxa a a a− =� �� �  полу-
чим:

 к
к кк к

1
к к ,v

x xx xx a v a a aϕ Δϕ≈ + ϕ + Δϕ +��� �  (11)

где

 упр упр

к к
/ ;f fv

x xxa a a=� �  к к к г
кк к

( ) ;v
x x xx xa a a a aϕ ϕ ϕ ϕ= − + ��

 г
кк к
;v

x xx xa a a aϕΔϕ Δϕ= − ��  
к к к

1 1 1 .v
x x x xa a a a= − ��
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Далее уравнение (11) будем использовать 
в качестве основного управляемого процесса 
с управляющим воздействием на него в виде 
v = vзад.

Построение закона управления

В работах [9, 14] предложено для управле-
ния мостовым краном строить систему управ-
ления в условиях текущей параметрической 
неопределенности характеристик крана, груза 
и возмущений с использованием схемы адап-
тивного управления с алгоритмом текущей 
параметрической идентификации, неявной 
эталонной модели, на основе "упрощенных" 
условий адаптируемости с непосредственным 
отслеживанием перемещения груза. Основ-
ные соотношения по "упрощенным" условиям 
адаптируемости изложены, например, в рабо-
тах [15, 16].

В соответствии с этим подходом, моделью 
(10) и задачей управления (9) выберем эталон-
ную модель движения крюка:

 1 0

зад
км м км м км к

км 0 к 0

( );

( ) ( ),

x a x a x x

x t x t

= + −

=

�� �
 (12)

где xкм — переменная эталонной модели, со-
ответствующая xк; 1м м м2 ;a = − ω ξ  

0

2
м м;a = −ω  

ωм — задаваемая собственная частота эталона, 
а ξм — относительный коэффициент затуха-
ния. Требования к выбору параметров ωм, ξм 
будут определены ниже.

В соответствии с указанным эталоном пред-
положим, что требуется получить эталонное 
движение по переменной xк в виде (перемен-
ная кx�  заменена на x�  для обеспечения вну-
тренней устойчивости закона управления)

 
1 0

зад
к м м к к( ).x a x a x x= + −�� �  (13)

Приравнивая правые части этого уравнения 
с правой частью (11), найдем заданную ско-
рость тележки при условии точной информа-
ции о параметрах объекта управления:

 
к

1 0
1

к
кк к

* * 1 зад
зад зад м м к к

м

1
к

( ) [ ( )

],

v
x

xx x

a
v v a a x x

a

a a a

−

ϕ Δϕ

+ = − − −
−

− ϕ − Δϕ −

�

�
 (14)

где *
задv  — точное значение заданной скорости 

тележки.

Из выражений для коэффициентов, вхо-
дящих в соотношения (11), (10) и (8), можно 
определить значение параметра 

к
.v

xa �  С учетом 
того, что крюк является небольшим объектом 
с сосредоточенной массой, отдаленным от сво-
ей точки подвеса, что дает 2 2

к к к к к( ) ,J m l m l+ ≈  
получаем:

 
к

к к

2
к г г г

2 2 2
к к к г г г г к г

2
к к

( )

( )( )

( / )
0 max( ) 1,

v
x

v v
x x

J J m l
a

J m l J m l m l J

r l
a a

+
= ≈

+ + +

≈ ⇒ <
χ

�

� �m n

 (15)

где rк — радиус инерции крюка 2
к к к( );J m r=  

г г
2

к г г г

1 1
m J
m J m l

χ = +
+

l  — безразмерный пара-

метр; 
к

2
к кmax( ) ( / )v

xa r l=�  — приблизительное 

максимальное значение параметра 
к
,v

xa �  завися-
щее только от rк, lк.

Приведенные соотношения показывают, 
что параметр 

к

v
xa �  положителен, чем обеспечи-

вается внутренняя устойчивость закона управ-
ления по формированию *

задv  в уравнении (14), 
а также дают возможность его приблизитель-
ного расчета.

Проверим, позволяет ли закон управления 
(14) достичь цель (9) относительно подвеса 
крюка, когда на него не действует возмуще-
ние от колебаний груза (Δϕ ≡ 0), т. е. будет ли 
достигаться условие: зад

к к ,x x→  к 0.ϕ →�  Для 
простоты рассуждений примем вначале, что 

зад
к const.x =
Назначим функцию Ляпунова

 2 зад 2
к м0 к к0,5[ ( ) ] 0.x a x xΛ = − −� l

Заметим, что Λ = 0 только при к 0x =�  и 
зад

к к .x x=  Производная этой функции в силу 
(13) равна: м1 к.a xx′Λ = � �  Поскольку в соответ-
ствии с (12) aм1 < 0, для того, чтобы эта функ-
ция Ляпунова уменьшалась по времени, необ-
ходимо постоянное или на подавляющей части 
периода колебаний маятника выполнение ус-
ловия: кsign( ) sign( ).x x=� �  Рассмотрим, при ка-
ких условиях это можно обеспечить.

В силу равенства к к кx x l≈ + ϕ  (в соответ-
ствии с рис. 1) и равенства 2

м0 мa = −ω  (в со-
ответствии с (12)), уравнение (13) можно пере-
писать в виде

 зад 2
м1 м0 к к к м к( ) ( ).x a x a x x l− − − ≈ − ϕ + ω ϕ�� � ��
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Известно, что собственное колебание подвеса 
крюка, как и любого другого маятника в при-
нятых условиях, можно описать уравнением [17] 

2
к к0 к 0ϕ + ω ϕ =��  с собственной частотой ωк0. При-

бавляя к правой части предыдущего равенства 
этот нуль, умноженный на lк, получим

 
зад

м1 м0 к

2 2 2 2
к0 м к к к0 м к

( )

( ) ( )( ).

x a x a x x

l x x

− − − ≈

≈ ω − ω ϕ ≈ ω − ω −

�� �

Продифференцируем это равенство и с уче-
том (12) получим

 2 2 2
м к0 к0 к0 м к2 ( ) ,x x x x+ ξ ω + ω ≈ ω − ω���� �� � �

где м м м к0/ξ = ξ ω ω�  — результирующий коэф-
фициент демпфирования.

Полученное уравнение в соответствии 
с тео рией автоматического управления означа-
ет, что динамика движения тележки по пере-
менной x�  соответствует колебательному звену 
с собственной частотой ωк0 и относительным 
коэффициентом затухания м 0ξ >�  со стремле-
нием: 2 2 2

к0 м к0 к[( )/ ] .x x→ ω − ω ω� �  В силу назначен-
ного эталона (12) и реализованного закона 
управления (14) основная частота движений по 
переменной кx�  будет равна ωм. Если потребо-
вать выполнение условия ωм < ωк0, то перемен-
ная x�  на переходных процессах будет изме-
няться быстрее кx�  и, соответственно, иметь на 
подавляющей части периода колебательных 
движений тот же знак, т. е. кsign( ) sign( ).x x=� �

Если таким образом обеспечить уменьше-
ние по времени назначенной функции Ляпу-
нова, то по указанным ее свойствам получим:

 к 0x →�  к( 0),x →��  а также зад
к к .x x→

Тогда из (13) следует, что 0,x →�  а значит, и 

к 0.ϕ →�
Таким образом, для достижения устойчиво-

сти подвеса крюка, т. е. для выполнения условий

 зад
к к к; 0; 0,x x x→ → ϕ →� �

требуется обеспечить надлежащий выбор па-
раметров эталонной модели. Этот вывод мож-
но сделать и для медленно меняющегося зна-
чения зад

к ,x  соответствующего общему случаю 
требований (9). Обобщая указанное требова-
ние к ωм по значению результирующего коэф-
фициента затухания м( ),ξ�  можно сформиро-
вать требования к параметрам эталонной мо-
дели (12) в следующем виде:

 м к0 м м, 0 1, 1,ω < ω < ξ < ξ →  (16)

где под ωк0 будем понимать собственную ча-
стоту колебаний подвеса крюка совместно 
с грузом, когда относительных колебаний гру-
за нет, т. е. Δϕ ≡ 0, и при v ≅ 0. Последнее соот-
ветствует условию стабилизации угловых дви-
жений в районе заданного положения груза и 
управлению по скорости.

Поскольку параметры объекта управления 
по условию неизвестны, вместо уравнения (14) 
используем закон управления

 
к

1 0
1

к
кк к

1 зад
зад зад м м к к

м

1
к

( ) [ ( )

],

v
x

xx x

a
v v a a x x

a

a a a

−

ϕ Δϕ

+ = − − −
−

− ϕ − Δϕ −

��
�
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 (17)

где верхний индекс "∩" означает оценку соот-
ветствующего элемента.

Для получения оценок неизвестных параме-
тров используется алгоритм текущей параме-
трической идентификации, например, рекур-
рентный метод наименьших квадратов с фак-
тором забывания [18]:

 

т
1 1

т т 1
1 1 1 1

0 3

; ;

[ (1 ) ]/ ;

; 1;  1,  

i i i i i i i i i

i i i i i i i i i

z− −
−

− − − −

⎧ = + ε ε −
⎪⎪ = − + β⎨
⎪ = ϑ β < β →⎪⎩

P y y

P P P y y P y P y

P E

� � �
�q q q

 (18)

где индекс i = 1, 2, 3, ... указывает на дис-
кретные моменты времени с шагом Δt; 

к
кк к

1 т[( ) , ( ) , ( ) ]i i i x ix xa a aϕ Δϕ� � � ��q  — вектор искомых 
оценок; верхний индекс "т" означает транспо-
нирование; т[ , ,1]

ii k i= ϕ Δϕy  — вектор регрессо-
ров, соответствующий искомым оценкам; εi — 
невязка идентификации; 

к задi i

v
i k xz a v= ϕ − ����  — 

отклик объекта, где оценка 
к

v
xa �
�

 определяется 
отдельно (показано ниже); Pi — матричный 
(3Ѕ3) коэффициент усиления алгоритма; β — на-
значаемый фактор забывания прошедших изме-
рений для слежения за изменяющимся во време-
ни искомыми параметрами; ϑ — положительное 
число, задающее начальную скорость изменения 
оценок; E3 — единичная (3Ѕ3) матрица.

Предположим, что через малый промежуток 
времени работы системы невязка идентифика-
ции будет близка к нулю (ε ≅ 0), тогда вместо 
соотношения (11) можно в непрерывном вре-
мени записать:

 к
к кк к

1
к к ,v

x xx xx a v a a aϕ Δϕ≈ + ϕ + Δϕ +�� � � ��� �
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что и дает основание для записи закона (17) 
и выводу аналогичных свойств точного закона 
управления (14), при условии, что оценка 

к

v
xa �
�

 
удовлетворяет требованиям "упрощенных" ус-
ловий адаптируемости [15, 16]:

 к к

к к к кmax

sign( ) sign( );

| |/2 | | | | ; / 0,

v v
x x

v v v v
x x x x

a a

a a a da

=

→

� �

� � � �

�

� � �
m m

 (19)

где 
к кmax| | 2| |v v

x xa a� ��
l  — верхнее ограничение 

оценки параметра 
к
,v

xa �
�

 которое определяется 
экспериментально по качеству результирую-
щего управления.

В связи с этим оценка 
к

v
xa �
�

 принята посто-
янной, заранее назначаемой с соблюдением 
(19), и исключена из алгоритма идентифика-
ции, как это представлено в алгоритме (18). 
Опыт исследований показывает, что на осно-
вании (15) и (19) достаточно назначить оценку 

к

v
xa �
�

 в виде максимального значения истинной 
величины этого параметра по (15), т. е.:

 
к

2
к к( / ) ,v

xa r l=� ��
 (20)

где кl
�

 — оценка параметра lк, которая может 
быть получена, например, путем интегрирова-
ния вертикальной скорости (обычно постоян-
ной) перемещения груза, как это предлагалось 
в работах [9, 14].

Как точный закон управления (14), так и ре-
альный (17) при выполнении указанных выше 
условий обеспечивают два первых требования 
(9). Если теперь принять во внимание относи-
тельное колебание груза, т. е. условие 0,Δϕ ≡/  
то можно построить следующие заключения. 
Из физики явления следует, что движения ма-
ятниковой системы по углам ϕк и Δϕ взаимос-
вязаны, в том числе колебания по Δϕ возбуж-
дают колебания по ϕк. Поскольку система 
управления обеспечивает  к 0,ϕ →�  то за счет 
обратного влияния это потенциально направ-
лено на противодействие указанному возму-
щению, т. е. на его гашение. Это справедливо, 
если среднее значение частной производной 

к /∂ϕ ∂Δϕ  будет достаточно большим по моду-
лю. Однако анализ фазовых траекторий ϕк(Δϕ)
для типовых случаев показывает, что с увели-
чением момента инерции груза (Jг) модуль 
среднего значения указанной частной произ-
водной уменьшается, т. е. снижается влияние 
ϕк на Δϕ. Последнее будет порождать затяну-
тость процесса гашения колебаний по Δϕ.

Для устранения этого явления предлагается 

величину зад
к ,x  определенную по соотноше-

нию (9), в законах управления (14) и (17) зада-
вать в виде

 зад зад
к г г ФНЧ г д г форс( ) ( ),x x l f k l f= − ϕ + Δϕ  (21)

где последнее слагаемое предназначено для 
усиления демпфирования колебаний груза за 
счет небольшого заданного перемещения крю-
ка в сторону колебательного перемещения гру-
за (аналогично приведенным выше доводам по 
устойчивости подвеса крюка); kд > 0 — под-
бираемый коэффициент; fфорс(Δϕ) — функция 
форсирования сигнала Δϕ, для того, чтобы из-
за задержки системой управления указанный 
сигнал демпфирования попадал в нужную фазу.

Последнюю целесообразно представить 
в виде приближения к обратной динамике эта-
лонной модели, что можно записать в изобра-
жениях Лапласа как

 
-2 2 -1
м м м

форс 2
ф1 ф2

2 1
( , ) ( ),

1

p p
f p p

k p k p

ω + ξ ω +
Δϕ = Δϕ

+ +
 (22)

где p — переменная преобразования Лапласа; 
kф1, kф2 — малые положительные коэффициен-
ты для реализуемости и устойчивости указан-
ной передаточной функции.

Для того чтобы выбрать собственную ча-
стоту эталонной модели для соблюдения (16), 
а также параметры функции fФНЧ(ϕг) в урав-
нении (21), нужно знать собственную часто-
ту колебаний подвеса крюка совместно с гру-
зом при Δϕ ≡ 0 (ωк0) и аналогичную по углу Δϕ 
(ωг0) при v ≅ 0. Эти частоты можно получить 
из второго и третьего уравнений системы (8). 
Действительно, при условиях 0,x ≡�  упр 0,f ≡  

тр 0,ξ ≡  в 0f ≡  их можно записать в виде
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⎧ϕ ≈ + ϕ + Δϕ⎪
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Δϕ ≈ + − − ϕ + − Δϕ⎪⎩
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Отсюда с учетом известной и указанной выше 
формулы колебательного собственного движе-
ния находим ωк0 при Δϕ ≡ 0 и ωг0 при ϕк ≡ 0:

 к г г г

к к к г

2 2
к0 г0( ), .a a a aϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕω ≈ − + ω −�  (23)

На практике при текущей неопределенно-
сти эти параметры могут быть найдены при-
близительно опытным путем по периодам со-
ответствующих колебаний.
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Пример

Рассматривалась система управления маке-
том мостового крана, описанного в работе [19]. 
Моделирование проводилось в программной 
среде MATLAB/Simulink с реализацией ме-
ханической части модели в пакете Multibody.
Модель всей системы управления соответство-
вала уравнениям (6), (12), (16)—(22).

Параметры объекта управления: mт = 0,85 кг,
mк = mг = 0,1 кг, rк = 0,03 м, lг = 0,1 м, зад

гx  = 
= 0,5 м, kтр = 0,3 Н•с/м, привод тележки реали-
зован в виде шагового электродвигателя. При 
исследовании изменяли длину подвеса крюка 

в диапазоне lк = 0,15...0,8 м и момент инерции 
груза в виде вариации его радиуса инерции:
rг = 0,05...0,25 м 2

г г г( ),J m r=  что соответствует 
изменению момента инерции груза в 25 раз.

Приняты следующие параметры алгоритма 
идентификации (18): Δt = 0,01 с (с этим же вре-
менным шагом формировались дискретные 
значения сигнала vзад по (17)), ϑ = 10, β = 0,998, 

к кl l=
�

 (умеренные ошибки этой оценки до 
20 % практически не влияют на качество управ-
ления). Параметры эталонной модели (12):
ωм =  1,5 с–1, ξм = 0,9. Параметры уравнения (21): 
функция fФНЧ была реализована в виде аперио-
дического звена с единичным коэффициентом 

усиления и постоянной вре-
мени 2 c, kд = 3. Параметры 
уравнения (22): kф1 = 0,1 с–2, 
kф2 = 0,6 с–1. Динамику от-
работки системой управле-
ния сигнала vзад моделирова-
ли апериодическим звеном 
с единичным коэффициен-
том усиления и постоянной 
времени 0,002 с и звеном за-
держки 0,003 с, а также огра-
ничением размаха этого сиг-
нала значением 0,35 м/с.

На рис. 2—5 представлены 
результаты исследования си-
стемы управления краном. На 
рис. 2: lк = 0,8 м, rг = 0,05 м. 
Этому сочетанию соответ-
ствуют собственные частоты 
по (23): ωк0 = 3,9 с–1, ωг0 = 
= 11,8 с–1. На рис. 3: lк = 0,8 м, 
rг = 0,25 м, ωк0 = 3,9 с–1, ωг0 = 
= 3,93 с–1. На рис. 4: lк = 0,15 м, 
rг = 0,05 м, ωк0 = 8,8 с–1, ωг0 = 
= 13,1 с–1. На рис. 5: lк = 0,15 м, 
rг = 0,25 м, ωк0 = 8,9 с–1,
ωг0 = 4,4 с–1. При этом про-
межуточные варианты груза 
и длины подвеса крюка по 
отношению к указанным 
значениям дают и промежу-
точное качество управления.

Результаты исследования 
показывают, что поставлен-
ное требование к качеству 
управления (9) выполняется. 
При этом время перемеще-
ния груза в целевую точку 
в условиях текущей неопре-

Рис. 2. Исследование системы управления при lк = 0,8 м, rг = 0,05 м
Fig. 2. Study of the control system at lк = 0,8 m, rг = 0,05 m

Рис. 3. Исследование системы управления при lк = 0,8 м, rг = 0,25 м
Fig. 3. Study of the control system at lк = 0,8 m, rг = 0,25 m
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деленности параметров крана, груза и внеш-
них возмущений составляет не более 3...4 с (до 
5 % ошибки по эталону), время успокоения 
угловых колебаний (до амплитуды в 5°) по-
сле начала перемещения груза или ветрового 
воздействия не превышает 12 с. Следует так-
же отметить, что при малом значении момента 
инерции груза (см. рис. 2 и рис. 4) результаты 
практически не меняются, если в зависимости 
(21) убрать последнее слагаемое, направленное 
на дополнительное демпфирование колеба-
ний груза. При больших значениях Jг послед-
нее приводит к значительному затягиванию 
гашения угловых колебаний. Отсюда следует, 
что указанное слагаемое можно "подключать" 
только при значительных моментах инерции 
груза.

Также было исследова-
но влияние шумов датчиков 
информации, участвующей 
в реализации алгоритма 
идентификации (18) и закона 
управления (17). Предполо-
жим, что для этого исполь-
зуются микромеханические 
датчики, измеряющие уско-
рение и угловую скорость 
и установленные на крюке 
и грузе (углы определяют-
ся интегрированием угловых 
скоростей) с погрешностями 
измерений в виде гауссовских 
центрированных сигналов со 
среднеквадратическими от-
клонениями: по угловой ско-
рости 0,1 °/с, а по ускорению 
0,1 м/с2 [20, 21]. Исследова-

ние показало, что при этом характер представ-
ленных графиков практически не изменился.

Случаи существенного превышения массы 
груза над крюком приводил к результатам, со-
ответствующим одномаятниковой модели кра-
на, что было рассмотрено в работе [14].

Заключение

Результаты исследования показывают, что 
предлагаемая система управления мостовым 
краном для случая, когда параметры переноси-
мого груза близки к параметрам крюка, решает 
задачу по быстрому перемещению груза в целе-
вую точку и гашению угловых колебаний, вклю-
чая парирование ветровых возмущений. Это 
выполняется при текущей параметрической не-
определенности характеристик крана, переноси-
мого груза и внешних возмущений в широкой 
области их значений. Можно констатировать, 
что закон управления (17) является более уни-
версальным, чем ранее описанный в работе [14].
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Abstract

When constructing the bridge crane control law, a two-pendulum model with a hook suspension, on which the transported 
load is suspended, and a load suspension is considered. This model more accurately describes the dynamics of cargo move-
ment, which is especially critical in a number of crane operating modes, including cases when the mass-inertial parameters of 
the cargo are close to the hook. A mathematical model of the two-pendulum mechanical system of the crane suspension along 
one axis of its movement is described, taking into account the effect of friction forces when moving the crane trolley and wind 
disturbance acting on the transported cargo. Also, there is presented linearized model of hook movement with control action in 
the form of preset speed of crane trolley movement. The latter corresponds to the use of a servo motor or stepper motor to cont-
rol the trolley. On the basis of the obtained linearized model, an adaptive control law is constructed using a scheme including 
an algorithm for current parametric identification, an implicit reference model, "simplified" adaptability conditions with direct 
tracking of hook movement (through it — cargo movement) by the properties of the assigned reference model. This control 
law allows you to build crane control under the current parametric uncertainty of the properties of the crane, the transported 
cargo and external disturbances (only approximate information about some parameters is assumed). It is shown that in the 
case when the natural frequency of the assigned reference model is less than that for the hook suspension, the proposed control 
law generates asymptotic movement of the hook (load) to the assigned point and damping of angular oscillations of the hook 
suspension and load suspension. For more efficient damping of angular oscillations in case of large values of load moment of 
inertia, it is proposed to supplement preset value of hook movement with damping movements based on angular movement of 
load suspension. Model examples supporting theoretical conclusions are given. It is shown that the proposed solution makes it 
possible to build a bridge crane control under the action of measurement noise and control signal delays.

Keywords: overhead crane, two-pendulum scheme, oscillations damping, current identification algorithm, adaptive 
control system, reference model
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