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Рассмотрена проблема стабилизации состояния равновесия в нелинейной системе в присутствии шумов, для чего 
недостаточно решить локальную задачу стабилизации, а необходимо также обеспечить непрерывный мониторинг воз-
можного события перехода в критическое состояние, ведущее к отказу системы. Для организации такого мониторинга 
мы используем принцип больших уклонений в применении к динамическим системам с малыми возмущениями. Для целей 
мониторинга имеет значение оптимальный путь, который назван нами А-профилем критического состояния. А-профиль 
используется для построения ситуационного прогноза в задаче управления рисками многоагентной системы. Кроме нели-
нейного механизма внутренней стабилизации уровня h для каждого из агентов существуют силы взаимодействия средне-
го поля между агентами. Слабый предел в этой модели с числом агентов, стремящимся к бесконечности, описывается 
уравнением Фокера—Планка—Колмогорова, но использование приближения с точностью до O(h2) приводит к конечномер-
ной схеме Вентцеля—Фрейдлина. Согласно этой схеме мы получаем в явном виде A-профиль как решение вырожденного 
уравнения Абеля второго рода. В то же время аппроксимация по h позволяет разработать метод последовательных 
приближений для построения A-профиля. В настоящей работе А-профиль синтезируется в результате решения задачи 
оптимального управления с обратной связью, где используется метод уравнения Риккати, зависящего от состояния, и 
метод аппроксимирующей последовательности уравнений Риккати. Каждый из этих методов имеет свои преимущества 
и недостатки. В статье эти методы применяются и сравниваются в рамках задачи управления рисками.
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Асимптотический метод прогнозирования рисков
в задачах стохастического контроля и управления*

Среди первых альтернативных подходов мож-
но отметить ситуационное управление [1], кото-
рое, впрочем, так и не получило распростране-
ния в практике управления динамическими си-
стемами. Тем не менее, идея последовательного 
прогнозирования и управления была восприня-
та и затем воплощена в схеме управления с про-
гнозирующей моделью (Model predictive Control, 
MPC-управление). Вместе с тем, в MPC трудно 
установить связь с критическими состояниями 
(КС), описывающими редкие отклонения от 
штатного поведения в динамических системах, 
которые и составляют основную проблему не-
учтенного действия шума.

В данной статье предполагается процедуру 
последовательного анализа соединить с прин-
ципом больших уклонений (БУ), который дает 
адекватный стохастический аппарат для кон-
троля КС [2—4]. Согласно этому подходу ситуа-
ции управления представляются в виде условий 
принадлежности выходных координат объекта 
некоторым заданным подмножествам (эксплуа-

Введение

Настоящая  работа посвящена эффективно-
сти управления в системах, длительно функ-
ционирующих в условиях возмущений. Впер-
вые эта проблема обозначилась, по-видимому, 
в задачах управления подвижными объектами 
приблизительно в 60—70-х годах прошлого 
столетия и, что важно, уже после появления и 
освоения в приложениях результатов Р. Кал-
мана по стохастическому линейно-квадратиче-
скому управлению. Иными словами, дело ока-
залось не столько в наличии шума как тако-
вого, сколько в том, что разработанных к тому 
времени средств борьбы с этим оказалось явно 
недостаточно: при длительном функциони-
ровании шумы и малые неучтенные факторы 
модели могли приводить к нештатному пове-
дению объекта.

*Работа выполнена при поддержке Российского научного 
фонда (проект № 21-11-00202).
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тационным областям) пространства состояний. 
При этом задача сводится к прогнозированию 
событий выхода координат на границы указан-
ных областей (критических состояний), а про-
блема выхода из области — это задача анализа 
БУ [2], которая решается методами оптималь-
ного управления (задача Лагранжа). Каждая 
задача Лагранжа, связанная с определенным 
КС в качестве конечного условия и начальной 
точкой в текущем состоянии, имеет решением 
экстремаль, названную профилем КС. В том 
случае, когда система стабилизирована, можно 
говорить о некотором профиле, ведущем из ат-
трактора. Такой профиль, ведущий из аттрак-
тора в КС, назовем А-профилем [4]. На основе 
вычисления А-профилей можно реализовать 
алгоритмы ситуационного управления в реаль-
ном времени по измерениям параметров движе-
ния системы.

Чтобы понять, как БУ позволяют решить 
задачу управления в условиях неопределенно-
сти, в частности ситуационного управления, 
целесообразно ввести конструкцию ситуаци-
онного прогноза, что мы и сделаем в разделе 1 
данной статьи. Но уже здесь приведем некото-
рые наводящие соображения.

Обозначим знаком приблизительного равен-
ства X ≅ x для случайной величины X со значе-
ниями x эквивалент включения X ∈ [x – ε, x + ε].
Для случайной последовательности {ξk(tk)} = {ξk}, 
полагая ξk независимыми, введем счетное раз-
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отрезки длиной τ (шаги). Тогда выход процесса 
ξ(t) на критические значения (например, выход 
из области D) обнаруживается в виде последо-
вательности {xj}, j = 1, 2, ..., N, (единственной 
с точностью до ε) и соответствующих вероят-
ностей pj = P(ξj ≅ xj) таких, что для любого k,
0 m k m N, вероятность кризиса через N – k ша-
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= ∏  Тем самым обеспечива-

ется возможность мониторинга ситуации с ве-
роятным переходом из штатного режима в кри-
зисный по А-профилю {xj}.

Развитие методов определения А-профилей 
является одной из задач, решение которой необ-
ходимо для реализации ситуационного управле-
ния на основе анализа БУ. Для линейных задач 
и стабилизированных систем А-профиль оказы-
вается асимптотой для всех профилей КС точно 
так же, как все решения невозмущенной системы 
сходятся к аттрактору. Соответствующие оценки 

были получены для линейных систем в работах 
[5, 6]. Вопросы разработки методов анализа БУ 
для нелинейных систем на основе решения со-
ответствующих задач оптимального управления 
рассматривались в работах [7—9].

Нелинейные задачи оптимального управ-
ления из-за присущей им сложности часто 
решаются в рамках упрощенных схем, где вы-
полняется некоторая форма приближения. 
Примером таких приближенных методов яв-
ляются метод уравнения Риккати, зависящего 
от состояния, (SDRE) [10, 11] и метод аппрок-
симирующей последовательности уравнений 
Риккати (ASRE) [11, 12]. Каждый из этих ме-
тодов имеет преимущества и недостатки, а их 
применимость зависит от различных факто-
ров, таких как сложность реализации, произ-
водительность и оптимальность. В настоящей 
работе эти методы используются для вычис-
ления А-профиля.

Один из типичных примеров — миссия бес-
пилотного аппарата, которая может быть свя-
зана с выполнением совокупности операций 
по мере движения вдоль заранее заданного 
или выбираемого в процессе движения марш-
рута, когда подобная процедура мониторинга 
позволяет контролировать штатное прохожде-
ние всех этапов движения и, тем самым, по-
вышать надежность миссии. Примеры такого 
рода можно найти в работах [5—7].

Вместе с тем, рассматриваемая проблема-
тика актуальна также для приложений совсем 
иного рода, когда нужно прогнозировать риски 
в системах с коллективной динамикой. Это на-
правление берет свое начало от статьи [13], и 
сеть финансовых агентов [14] является одним 
из его характерных и популярных примеров. 
Настоящая работа прежде всего ориентирова-
на на задачи именно такого типа, когда нужно 
искать компромисс между индивидуальным и 
коллективным рисками. В разделе 2 рассма-
тривается задача управления рисками в кол-
лективных системах. Для нас она интересна 
и как тестовый пример в последующих разра-
ботках, связанных с задачей управления ри-
сками и БУ. Приводятся результаты асимпто-
тического анализа задачи БУ, явные решения 
для А-профиля, а также численные решения 
на основе методов SDRE и ASRE. Кроме ука-
занных методов для вычисления А-профиля 
также используется предложенный авторами 
модифицированный алгоритм SDRE на основе 
двухэтапной процедуры.
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1. Ситуационный прогноз
в стохастических системах

Рассмотрим стохастическую систему для 
Xε(t) ∈ Rn:

 0( ) ( ) , ( ) ,t D= + = ∈X a X X w X x� �e e e ees  (1)

где w�  — k-вектор "белого шума"; a, s — глад-
кие матричные функции; ε > 0 — малый пара-
метр. Будем считать, что невозмущенная си-
стема (получается из (1) при ε = 0):

 ( ),=x a x�  (2)

имеет в области D единственный аттрактор
χ = 0. Система (2), таким образом, прибли-
женно описывает некоторый штатный процесс 
стабилизации в системе (1), соответствующий 
"типовому" поведению возмущений. И это мо-
жет быть достаточным, если указанный про-
цесс жестко ограничен по времени. В против-
ном случае оказывается возможным некоторое 
критическое событие, связанное с выходом 
Xε(t) на границу ∂D области D. Устранение та-
кой возможности требует организации про-
гноза, обеспечивающего достаточное для ан-
тикризисного маневра время. Представим это 
в виде последовательности задач выбора между 
двумя гипотезами: H0 = H0(t, tf) — штатное и 
H1 = H1(t, tf) — критическое развитие процесса 
от момента t, в который делается прогноз, до 
момента tf — горизонта прогноза, t < tf  .

Чтобы описать процедуру прогнозирования 
детально, необходимо ввести ряд величин и со-
отношений, которые проиллюстрируем рис. 1 

для одномерного случая. Заметим, что почти все 
элементы этого описания можно найти в одном 
из результатов работы [2] (гл. 4, теорема 2.3).

Пусть G — окрестность аттрактора χ = 0, 
имеющая гладкую границу ∂G, и задана не-
прерывная кривая ψ(t), ведущая из χ до грани-
цы ∂D и далее во внутренность R n  \D, причем 
граница ∂D достигается в момент t = tf  . Ясно, 
что отрезок кривой ψ(t) от χ до границы ∂D 
определен на (–∞, tf]. Кривая ψ(t) обязательно 
пересечет ∂G хотя бы в одной точке. Обозначим
θ∂G ∈ (–∞, tf] — последний из этих моментов:

 ( ) sup { : ( ) },
f

G
t t

t t G∂
−∞ < ≤

θ ψ = ψ ∈ ∂  (3)

причем будем считать, что ψ(t) выходит из G 
неособым образом, если существует α > 0 та-
кое, что ψ(t) принимает значения внутри G при
t ∈ [θ∂G(ψ) – α, θ∂G(ψ)].

Возвращаясь к (1), по аналогии с (3) обозна-
чим последний момент пребывания траектории 
Xε(t) на ∂G:

 ( ) max{ : ( ) },G G t t Gε ε ε ε ε
∂ ∂θ = θ = < τ ∈ ∂X X  (4)

где inf{ : ( ) }t t Dε ετ = ∈ ∂X  — момент первого 
выхода Xε(t) на границу ∂D. Принимая во вни-
мание, что моменты (3) и (4) необходимо при-
вести к одной шкале времени, например к не-
зависимой переменной (1), нужно определить 
ψ(t) со сдвигом по времени:

 ( ).G G G
ε ε
∂ ∂ ∂ϑ = θ − θ ψ . (5)

Под ситуационным прогнозом (СП) для си-
стемы (1) будем понимать возможность фор-
мирования кривой ψ(t) с представленными 
свойствами, обеспечивающей ∀δ > 0 и x ∈ D 
асимптотическое равенство

 
0

lim { max | ( ) ( )| } 1,
G

x G
t

P t t
ε ε
∂

ε ε
∂

ε→ θ τ
− ψ − ϑ < δ =X

m m
 (6)

где Px — вероятностная мера на траекториях 
(1), исходящих из x ∈ D.

Упомянутая выше теорема из работы [2] дает 
решение задачи СП в виде единственного про-
образа квазипотенциала [7]. Для того чтобы 
привести это решение здесь, наряду с уравне-
ниями (1), (2) стохастической и невозмущенной 
систем приведем детерминированное (и возму-
щенное, т. е. неоднородное) уравнение системы 
путей:

Рис. 1. К определению ситуационного прогноза
Fig. 1. To the definition of a situational forecast
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 0( ) ( ) , ( ) ,t= + =a v x�j j s j j  (7)

где j ∈ Rn — вектор состояния системы путей; 
v — суммируемая функция, для которой в (2) 
определен функционал действия [2—4] (ФД)

 
0

0

т1
( , ) ,

2

f

f

t

t t
t

S dt= ∫v v vj  (8)

конечный для абсолютно непрерывных j на 
[t0, tf]. Границу ∂G представим соотношением

 ( ) 0,ft − =C yj  (9)

где y ∈ Rr, r m n, C — матрица полного ранга.
Вероятностный смысл задачи на минимум 

(8) при ограничениях (7), (9) (задача БУ (7)—(9)) 
и ее связь с диффузионным процессом (1) за-
ключены в принципе больших уклонений [2—4]:

 �
00

2

0
lim ln { ( ) \ }

min ( , ) ,ff

n

t tt t
F

P t R D

S S

ε

ε→

∈

ε ∈ =

= − = −

X

v
j

j
 (10)

где

 
0 0

{ ( ) : , \ }.
f f

n n
t t t tF C R D R D= ∈ ∈ ∈j j j  

Существенную роль в задаче выхода из об-
ласти играет квазипотенциал [2] системы (7) 
относительно аттрактора (2), определяемый как

0 0 0
( , ) inf{ ( ) : ( ): , }.

f f f

n
t t t t t tV S R= ∈ = =x C xc j j j c j

Квазипотенциал позволяет локализовать 
окрестность на ∂D (рис. 1), где с вероятностью, 
стремящейся к единице при ε → 0, происходит 
выход траектории Xε(t) из области D: в работе 
[2] (гл. 4, теорема 2.1) показано, что если суще-
ствует единственная точка z0 ∈ ∂D, для которой

 0( , ) min ( , ),
z D

V V
∈∂

=z zc c

то ∀δ > 0 и x ∈ D

 0
0

lim {| ( ) | } 1.xP ε ε

ε→
τ − < δ =X z  (11)

КвазипотенциалV(c, x) = Vχ(x) есть отобра-
жение

 
0

: ( ) ,
f

n
t tV R Rχ +→C

связанное с задачей (7)—(9), причем прооб-
раз V(c, z0) (А-профиль (7), (9) [4]) существует 
только при t0 = –∞; обозначим его �j . Этот 
А-профиль �j , ведущий от c до z0, и только 
он, может быть использован в СП в качестве 
кривой ψ.

Если на рис. 1 положить t = θ∂G(ψ) после со-
вмещения моментов пересечения ∂G траектори-
ями �( ) ( )s sψ = j  и Xε(s) подходящим сдвигом (5) 
по времени, то этим рисунком можно проил-
люстрировать процедуру выбора в момент s = t 
между гипотезами H0 = H0(t, tf) и H1 = H1(t, tf): 
сообразуясь с рис. 1, для Xε в момент �( )Gt ∂= θ j  
возможен выбор между 1 1H =  — критическое 
событие выхода траектории Xε на ∂D (и тогда 

G
ε
∂θ  — действительно последний момент пре-

бывания траектории Xε(t) на ∂G) и 0 0H =  — 
возврат траектории Xε внутрь G, т. е. к штатно-
му режиму движения (и тогда последний момент 
пребывания траектории Xε(t) на ∂G не достигнут 
к моменту s = t, но возможен при s > t).

Замечание 1. Из (6) при �( ) ( )s sψ = j  и (10) 
следует, что

 
� 2/

{ ( ) \ } .tt fSnP t R D
− εε ∈ ≅X e  (12)

Замечание 2. Так же, как и в обычной за-
даче проверки статистических гипотез, в за-
даче СП можно вводить ошибки первого рода 
α = P(H1/H0) ("вероятность ложной тревоги") и 
второго рода β = P(H0/H1). Мы этого делать не 
будем. Особенность задачи СП состоит в том, 
что важнее иметь зависимость вероятности (12) 
от времени, чтобы при ее росте, превышающем 
некоторый порог, оперативно откорректиро-
вать процесс. Именно эту информацию дает 
А-профиль КС, вдоль которого для (12) имеем

 � �
0(0, ( )) (0, ).fttS V t V= − zj  (13)

Замечание 3. Характеристическое свойство 
А-профиля состоит в том, что вероятность 
ложной тревоги α входит в число возможных па-
раметризаций ψ(s), т. е. существует такая функ-
ция �( )sy , что �( ) ( ).s = αyy

Учитывая особую роль А-профиля, важно 
отметить те случаи, когда его вычисление су-
щественно упрощается. Одна такая возмож-
ность появляется при линейности (1), а значит 
и (7). Не останавливаясь на этом, укажем толь-
ко на работы [4, 6, 7].

Другой случай упрощения возникает при 
s(j) = s и разложении для векторного поля a(x), 
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в котором основным элементом является по-
тенциальная компонента [2] (гл. 4, теорема 3.1). 
Именно такой случай, именуемый здесь потен-
циальным, рассматривается далее; изложение 
опирается на работу [14], но нас интересует, 
в первую очередь, возможность мониторинга 
ситуации в реальном времени исходя из СП. 
В связи с этим мы также рассматриваем раз-
личные варианты построения А-профиля.

2. Задача управления рисками
в коллективных системах

Пусть xj(t) — состояние риска j-го агента,
xj ∈ R удовлетворяет уравнению

 
( ) ( ( )) ( ( )

( )) , 1,2, , .
j j

j j

dx t h U x t dt x t

x t dt dw j N

= − ∇ + θ −

− + σ = �
 (14)

Здесь –h∇U(xj(t)) — восстанавливающая 
сила; U(y) = y4/4 – y2/2 — потенциал, имею-
щий два стабильных состояния ys = ±1; wj(t) — 
независимые "белые шумы"; коэффициенты: 
h — внутренней стабилизации, θ — коопера-
ции (скорости возврата к среднему), σ — внеш-

них возмущений; 
1

1
( ) ( )

N

j
j

x t x t
N =

= ∑  — эмпири-

ческое среднее.
Пусть M1(R) — пространство вероятностных 

мер, наделенное слабой топологией, и пусть 
C([0, tf], M1(R)) — пространство непрерывных 
M1(R)-значных процессов на [0, tf] с соответ-
ствующей слабой топологией. Определим про-
цесс эмпирической вероятностной меры

 ( )
1

1
( , ) ( )

j

N

N x t
j

X t dy dy
N =

= δ∑

принадлежащей C([0, tf], M1(R)).
В наших предположениях для (14), допол-

ненных условием слабой сходимости XN(0, •) 
к вероятностной мере ν0, имеет место теорема 
Доусона [13, 14], утверждающая при этом сла-
бую сходимость XN по распределению к процес-
су с плотностью u(t, y)dy ∈ C([0, tf], M1(R)), кото-
рая является единственным слабым решением 
уравнения Фоккера—Планка—Колмогорова

 * * ,t uu L u hM u= +  (15)

где в записи правой части использованы опе-
раторы

 * 21
{[ ( , ) ]},

2 yyL y y t y dy
yψ
∂

= σ ϕ + θ − ψ
∂ ∫

 * [ ( ) ].M U y
y
∂

= ∇ ϕ
∂

Явных решений уравнения (15) нет, но мож-
но искать установившиеся, равновесные реше-
ния. Предполагая, что

 lim ( , ) ,
t

yu t y dy
→∞

ξ = ∫  

для равновесного решения euξ  имеем из (15):

2
3 2

2

1
[( ) ] [( ) ] 0

2
e e ed d d

h y y u y u u
dy dy dy

ξ ξ ξ− − θ ξ − + σ =

и для самого решения (Zξ — константа норма-
лизации)

 

2
2

2
( )

2 ( )/
/

2

1
( ) .

/

y
hU y

eu y
Z

−ξ
− − σ

σ θ
ξ

ξ

=
πσ θ

e  (16)

Теперь ξ должно удовлетворять условию со-
вместимости

 ( ) ( ) .em yu y dyξξ = ξ = ∫  (17)

Для выбранного здесь потенциала, как и 
в работе [14], и в соответствии с результатами 
работы [13] кроме нулевого существуют еще 
два решения (17) ±ξb, если и только если имеет 
место неравенство

 0
( )

(0) | 1,
dm

m
dξ ξ=

ξ
= >

ξ

а для заданных h и θ существует критическая 
величина σc(h, θ) > 0 такая, что mξ(0) > 1 тогда 
и только тогда, когда σ < σc(h, θ).

Объяснение этой бифуркации аттрактора [14] 
в том, что при σ m σc внешняя случайность до-
минирует во взаимодействии компонентов си-
стемы, т. е. ( ( ) ( ))jx t x tθ −  пренебрежимо мала. 
В этом случае система ведет себя как N незави-
симых диффузий и, следовательно, по причине 
симметрии U(y) примерно поровну разделяются 
их группировки в окрестностях –1 и +1, что дает 
для среднего близкое к нулю значение. Если же 
σ < σc то сила кооперативного взаимодействия 
существенно больше, а σdwj менее важна. Сле-
довательно, все агенты группируются в одном 
и том же месте (в –ξb или в +ξb), и равновесие 
с нулевым средним нестабильно.
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Вывод: для моделирования явлений систем-
ного риска на базе (14) нужно полагать σ < σc, 
рассматривая –ξb как нормальное состояние 
("штатно"), а +ξb — как "отказ" ("кризис").

Принцип БУ позволяет оценивать вероят-
ности переходов между этими двумя состоя-
ниями [14, 15]: учитывая конечный временной 
горизонт [0, tf] и условия существования двух 
равновесий, будем оценивать вероятность

 0 [ (0) , ( ) ]
ft b f bP P x x t= = −ξ = ξ  (18)

при большом N и как функцию параметров
(h, θ, σ) в (14).

В работе [14] для этой цели ФД формируется 
следующим образом:

 
22

: , 00

1
( ) sup ( , ) ,

2 y

T

h h
f f

I J f dt
〈ϕ 〉≠

ϕ = ϕ
σ ∫  (19)

где

 * * 2 2( , ) , / , ,h t yJ f L hM f fϕϕ = 〈ϕ − ϕ − ϕ 〉 〈ϕ 〉

 , ( ) ( ),f f y dy
∞

−∞
〈ϕ 〉 = ϕ∫

если ϕ(t) абсолютно непрерывна на [0, tf] и
Ih(ϕ) = ∞ — в противном случае.

3. Результаты асимптотического анализа 
задачи больших уклонений

Если ϕ — функция плотности, такая что 
ϕ(t, y) — гладкая, быстро убывающая по y ∈ R 
для каждого t ⊂ [0, tf] и абсолютно непрерыв-
на по t ⊂ [0, tf] для каждого y ∈ R, тогда пусть 
g(t, y) удовлетворяет уравнению

 * * ( ) .t yL hM gϕϕ − ϕ − ϕ = ϕ  (20)

В указанном случае ФД (19) упрощается 
([14], предложение 5.3):

 2
2

0

1
( ) , .

2

T

hI g dtϕ = 〈ϕ 〉
σ ∫

Тем не менее, задача остается нелинейной, 
бесконечномерной и трудной для анализа. 
Следуя работе [14] (разделы 6 и 7), воспользу-
емся ее асимптотическим анализом по малому 
параметру внутренней стабилизации h. Снача-
ла приведем решение для h = 0, когда

 
0
,

b

e eu u±ξ ±ξ=

где

2
0

2

0

( ( ))
2

/
02

1
( ) , 1 3 .

2/

y

eu y

− ±ξ
−

σ θ
±ξ

σ
= ξ = −

θπσ θ
e  (21)

При h > 0 представим решение в виде

 (1) 2 (2) ...,p hq h qϕ = + + +  (22)

где

 

2

2
( ( ))

/

2

1
( , ) , ( ) , .

/

y a t

p t y a t y

−
−

σ θ= = 〈ϕ 〉
πσ θ

e

Ограничиваясь в (22) точностью до O(h2), 
получим [14] для минимального значения ФД:

 
2

2
3

2( ):0 0(0)
( )

inf ( )

1
inf ,3

22
b

b

h
F

T

a t t T
a
a T

I

d
a h dta a a

dt

ϕ∈

= −ξ
= ξ

ϕ ≈

⎛ ⎞⎛ ⎞σ≈ + + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟θσ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫

m m

а также в контексте вывода в предыдущем 
пункте:

 
2

( )
3c O h
θ

σ = +  (23)

для малых h.
Как определено выше, здесь ( ) , ,a t y= 〈ϕ 〉  а зна-

чит, ( ) ( ).a t x t=  Эту вариационную задачу можно 
представить как задачу БУ (7)—(9) для уравнения 
(1), которое в данном случае имеет вид

2
3 3

( ) ( ) 1 ( ) ( ).
2

d
x t h x t x t dw t

dt

⎡ ⎤⎛ ⎞σ
= − − − + εσ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟θ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (24)

ФД (8) задан на уравнении путей (7), в ко-
тором

 
2

3 3( ) , ( ) ,1
2

a h
⎡ ⎤⎛ ⎞σϕ = − ϕ − ϕ σ ϕ = σ−⎢ ⎥⎜ ⎟

θ⎝ ⎠⎣ ⎦

где компонента a(ϕ) является потенциальной, 
а значит, в качестве укороченной задачи БУ 
(УЗБУ) мы имеем задачу первого порядка (а не 
второго, как в работе [14]), которую и рассмо-
трим далее.
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4. Потенциальный случай задачи
и явные решения для А-профиля

Учитывая (23) и принимая 
2

,
3c
θ

σ =  имеем 

уравнение путей

 ( ) ,a vϕ = ϕ + σ�  (25)

где
2

3 2 2( ) [ ] ( ), 1 .
c

a h U ρ
⎛ ⎞σ

ϕ = − ϕ − ρ ϕ = −∇ ϕ ρ = − ⎜ ⎟σ⎝ ⎠
 (26)

Так как функция a(ϕ) = –h[ϕ3 – ρ2ϕ] дважды 
непрерывно дифференцируема, то в силу рабо-
ты [2] (гл. 4, теорема 3.1) квазипотенциал Vχ(x) 
динамической системы ( )t tx a x=�  относитель-
но точки χ совпадает с

 4 2 2 4 2 22 ( ) 2 [ /4 /2] [ /2 ]U x h x x h x xρ = − ρ = − ρ

во всех точках x ∈ D ∪ ∂D, для которых 
*( ) min ( ),

y D
U x U U yρ ρ ρ

∈∂
=m  а единственная экс-

тремаль функционала (8) на множестве функ-
ций, ведущих из χ в x, задается уравнением 
для А-профиля:

 � �
.

( ), ( , ].s sa s Tϕ ϕ= − ∈ −∞  (27)

Это уравнение Абеля первого рода [16] (с. 21, 
п. 1.1.84), которое в общем случае имеет вид

 3 2
3 2 1( ) ( ) ( ) .sy s y s y s y= ψ + ψ + ψ�  (28)

С учетом этого и (26) в уравнении (27) имеем

 2
1 2 3( ) , ( ) 0, ( ) .s h s s hψ = − ρ ψ = ψ =  (29)

Подстановкой y = 1/u (28) приводится к урав-
нению Абеля второго рода [16] (п. 1.1.86). В ре-
зультате, с учетом (29) получим

 2 2 2
3 1( ) ( ) ( 1).suu s s u h u= −ψ − ψ = ρ −�  (30)

В свою очередь, подставляя

 1/ ,
dt

u w E E
ψ∫= = e  (31)

в (30), имеем
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Поэтому после подстановки (31) в (30) полу-
чим для w уравнение

 
22 ,h tww h − ρ= − e�

или, после интегрирования от τ < 0 до 0,
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0
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2 2

[ (0) ( )]/2

(1 )/(2 ),

h t

h

w w h dt− ρ

τ

− ρ τ

− τ = − =

= − ρ

∫ e

e

и, далее,

 
22 2 2 2( ) (0) (1 )/ .hw w − ρ ττ = − − ρe

В силу (31)

 
2 22 2 2 2 1/2( ) {[ (0) (1 )/ ] }h hu w − ρ τ ρ ττ = − − ρe e

или

 
22 2 2 2 1/2( ) [( (0) 1/ ) 1/ ] .hu w ρ ττ = − ρ + ρe

Вспоминая теперь, что y = 1/u, окончатель-
но получаем явный вид А-профиля:

� 22 2 2 2 1/2( ) ( ) [( (0) 1/ ) 1/ ] .h ss y s w ρ −ϕ = = − ρ + ρe  (32)

То, что в нашей задаче мы располагаем та-
ким решением, позволяет рассматривать эту 
задачу управления рисками как хороший те-
стовый пример для отработки численных ре-
шений. Некоторые из этих схем, представлен-
ные далее, имеют целью разработку методик 
ситуационного прогнозирования на базе БУ, 
в том числе для более сложных задач управле-
ния рисками, чем рассмотренная здесь.

5. Численное моделирование для построения 
А-профиля по схеме обратной связи,

вопросы вычислительной устойчивости

Для численного нахождения А-профиля на 
основе приближенных методов представим си-
стему путей (7) в форме системы с коэффици-
ентами, зависящими от состояния:

 0 0( ) ( ) , ( ) ,

( ) ( ) , ( ) ( ),

t= + =
= =

A B v

a A B

�j j j j j j

j j j j s j
 (33)

где A(j), B(j) — матрицы соответствующих раз-
мерностей, с коэффициентами, зависящими от 
состояния.
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Соответствующая поиску А-профиля задача 
оптимального управления на конечном интер-
вале времени с заданным конечным состоя-
нием заключается в минимизации критерия 
качества

 
0

т1
( )

2

ft

t

J dt= ∫v v v  (34)

на движениях системы (33) при условии

 ( ) 0.ft − =C yj  (35)

Решение задачи (33)—(35) методом ASRE со-
стоит из нескольких этапов. Первая итерация со-
стоит в решении задачи 0, определенной в виде:

 (0) (0) (0) (0) (0) (0), ( ),ft= + =A B v y C�j j j  (36)

 
0

(0) (0)т (0)1
( ) ) ,

2

ft

t

J dt= ∫v v v

где (0) (0)
0 0( ), ( ).= =A A B Bj j

Задача (36) является линейной, все аргумен-
ты матриц заданы и являются постоянными. 
Решение этой задачи имеет вид

 (0) т т т 1 (0)( ),−= − −v B W C M CW yj  (37)

где

 (0), ( ) ,ft= − =W WA W I�  (38)

 (0) (0) т т т( ) , ( )ft .= − =M CWB B W C M 0�  (39)

Задача (38), (39) имеет аналитическое реше-
ние [8]:

(0)( ) т т( ) , ( ) ( ( ) ( ) ) ,ft tt t t t−= = −AW e M C W DW D C  (40)

где матрица D является решением алгебраиче-
ского уравнения Ляпунова

 (0) (0) т (0) (0) т( ) ( ) 0.+ − =A D D A B B  (41)

В общем случае для некоторой итерации k 
задача формулируется следующим образом:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),k k k k k= +A B v�j j  (42)
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По сути, (42) — это нестационарная линей-
ная задача (где j(k–1) и v(k–1) являются решени-
ями задачи на шаге k – 1). Ее решение имеет 
вид (37)—(39) с нестационарными матрицами 
состояния, известными на всем интервале 
времени, что позволяет выполнить интегри-
рование этих уравнений справа налево. Решая 
задачу k, получим j(k) и v(k).

Итерации продолжаются до тех пор, пока 
не будет выполнено условие сходимости. Схо-
димость достигается путем задания требуемой 
нормы ошибки между последовательностью ре-
шений:

 ( ) ( 1)( ) ( ) ,k kt t−δ = − μj j m  (43)

где μ > 0 — некоторая константа. В работе [18] 
показано, что последовательность решений j(k), 
v(k) сходится к решению исходной задачи (1)—(3)
при условии, что A(j) и B(j) непрерывны по 
Липшицу по своим аргументам, пара (A(j), 
B(j)) поточечно управляема ∀j(t), t ∈ [t0, tf].

Результат моделирования А-профиля на ос-
нове решения методом ASRE показано на рис. 2. 
Здесь представлено пять итераций метода, вид-
но, как решение сходится к оптимальному (яв-
ное решение (32)).

Решение задачи (33)—(35) в форме обратной 
связи на основе метода SDRE можно записать 
в виде (37)—(39) с соответствующей заменой 
матриц на A(j), B(j) [8]. При этом для вычис-
ления оптимального управления (37) необхо-
димо выполнить интегрирование в обратном 
времени уравнений (38) и (39). Основная труд-
ность при этом заключается в том, что значе-

Рис. 2. Результат моделирования для метода ASRE
Fig. 2. Simulation result for the ASRE method
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ния матриц A(j), B(j) системы (33) неизвестны 
при интегрировании справа налево. Общепри-
нятым здесь подходом стало применение ги-
потезы "замороженных" коэффициентов [17] и 
фиксации значений A ≡ A(j), B ≡ B(j) для ∀j(t), 
t ∈ [t0, tf]. Условие существования этого реше-
ния — поточечная управляемость пары (A(j), 
B(j)) ∀j(t), t ∈ [t0, tf].

На рис. 3 показано решение методом SDRE 
с замораживанием коэффициентов в сравне-
нии с ASRE. Видно, что результат схож с нуле-
вой итерацией метода ASRE, т. е. имеет доста-
точно большую ошибку в расчетах А-профиля.

Сравнивая методы ASRE и SDRE, можно за-
метить, что для данного класса задач на конеч-
ном интервале времени метод ASRE использо-
вать предпочтительнее, поскольку он не имеет 
сложностей, связанных с неопределенностью 
матриц системы при обратном интегрирова-
нии, но при этом требует больших вычисли-
тельных затрат. В связи с этим возникает идея 
модификации метода SDRE, чтобы повысить 
точность и снять указанное ограничение пу-
тем предварительных вычислений матриц со-
стояния системы. В этом смысле предлагаемая 
модификация метода SDRE предполагает не-
которую предварительную нулевую итерацию 
по аналогии с методом ASRE, которая позво-
лит при движении в обратном времени справа 
налево определить значение матриц A(j), B(j) и 
вычислить соответствующие значения матриц 
W(j), M(j). Затем эти значения используются 
в прямом времени для формирования управ-
ления и моделирования А-профиля.

Предварительные вычисления предлагается 
выполнить через решение дополнительной за-
дачи терминального управления для системы 
(32) при движении в обратном времени от точ-
ки т т 1( ) ( )ft

−= C CC yj  к 0( ):pre t=y Cj

 т т 1( ) ( ) , ( ) ( ) ,ft
−= + =A B v C CC y�j j j j j

 
0

т
0

1
( ) ( ) , ( ).

2
f

t

pre pre pre pre pre
t

J dt t= =∫v v v y Cj

Результаты расчета А-профиля модифици-
рованным методом SDRE с предварительным 
вычислением через дополнительную обратную 
задачу оптимального управления в сравнении 
со стандартным SDRE с замораживанием ко-
эффициентов и ASRE-техникой показаны на 
рис. 3. Видно, что предложенный метод явля-
ется более точным в сравнении со стандарт-
ным SDRE. Предложенный модифицирован-
ный алгоритм для SDRE-контроллера дает 
результат, близкий к третьей итерации метода 
ASRE, существенно повышая точность опре-
деления А-профиля при меньших затратах 
в сравнении с соответствующей по точности 
итерацией ASRE.

Заключение

Рассмотрена возможность непрерывного 
мониторинга критических ситуаций в дина-
мике стабилизированного движения. Для это-
го мы предлагаем конструкцию ситуацион-
ного прогноза, основанную на принципе БУ. 
Поскольку задача анализа БУ является вари-
ационной либо задачей оптимального управ-
ления, то базовым элементом СП оказывается 
А-профиль — единственная экстремаль, свя-
зывающая состояние равновесия невозмущен-
ной системы с КС. Технология вычисления 
А-профиля для нелинейных систем представ-
лена на примере задачи управления рисками  с 
использованием идеи укороченного принципа 
больших уклонений [14]. Применяется также 
метод последовательных приближений в рам-
ках решения уравнения Риккати, зависящего 
от состояния. Все указанные вопросы предпо-
лагается продолжить в последующих работах.
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Abstract

To ensure the stabilization of the equilibrium state in a nonlinear system in the presence of noise, it is not enough to 
solve the local stabilization problem, it is also necessary to ensure continuous monitoring of a possible transition to a criti-
cal state leading to system failure. To organize such monitoring, we use the large deviations principle applied to dynamical 
systems with small perturbations. For the purposes of monitoring, the optimal path that we call the A-profile is important. 
We use the A-profile to build a situational forecast in the risk control problem for a multi-agent system. In addition to the 
nonlinear mechanism of internal stabilization of the level h for each of the agents, there are forces of mean field interaction 
between the agents. The weak limit in this model with the number of agents tending to infinity is described by the Foker-
Planck-Kolmogorov equation, but the use of approximation up to O(h2) leads to a finite-dimensional Wentzel-Freidlin 
scheme. According to the scheme, we obtain an explicit A-profile as a solution of the degenerate Abel equation of the second 
kind. At the same time, the approximation in h makes it possible to develop a method of successive approximations for the 
A-profile. In this paper, the A-profile is synthesized as a solution of the optimal control problem, where the state-dependent 
Riccati equation method and the method of the approximating sequence of Riccati equations are used. In the article, these 
methods are applied and compared within the framework of the risk control problem.
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