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Актуальность представленной работы обусловлена широким внедрением беспилотных летательных аппаратов, 
включая и квадрокоптеры, в различные сферы как гражданского, так и военного применения. Выполнен обзор различ-
ных методов управления квадрокоптерами с учетом их особенностей как нелинейных объектов высокой размерности. 
Работа посвящена стабилизации квадрокоптера на сложной траектории, заданной функциональными зависимостя-
ми координат в трехмерном пространстве. Построена нелинейная динамическая модель квадрокоптера в связанной 
системе координат. Управление квадрокоптером строится в виде комбинации двух управляющих воздействий. При 
решении обратной задачи динамики находится программное управление, реализующее движение по заданной траек-
тории. Стабилизация движения вдоль требуемой траектории обеспечивается обратной связью по фазовым коорди-
натам. Коэффициенты стабилизирующего регулятора находятся методом модального управления на основе решения 
линейного матричного неравенства с использованием линеаризованной модели. Найденные коэффициенты обратной 
связи позволяют достичь требуемую степень устойчивости замкнутой системы, которая обеспечивает робаст-
ность квадрокоптера по отношению к параметрическим возмущениям. Правомочность такого подхода к синтезу 
управления нелинейной системой обосновывается теоремой о топологической эквивалентности нелинейной системы 
и линеаризованной модели в части того, что нелинейная система имеет устойчивое или неустойчивое многообразия, 
которые являются аналогами устойчивых или неустойчивых пространств линеаризованной системы. Приведены 
результаты вычислительных экспериментов для оценки погрешности воспроизведения заданной траектории ква-
дрокоптера. Для подтверждения эффективности синтезированного стабилизирующего управления и оптимального 
управления на основе принципа максимума Понтрягина выполнено имитационное моделирование поведения квадро-
коптера и вычислена погрешность воспроизведения траектории. По данному критерию более эффективным для ква-
дрокоптера является стабилизирующее управление, синтезированное на основе линейных матричных неравенств. 
Вычислительные эксперименты выполнены с использованием пакета прикладных программ MATLAB.
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Синтез стабилизирующего управления квадрокоптером
на основе линейных матричных неравенств

Введение

В настоящее время исследованию беспи-
лотных летательных аппаратов, к которым от-
носится и квадрокоптеры, уделяется большое 
внимание в связи с широкими возможностями 
их использования в различных сферах граждан-
ского и военного применения [1, 2]. Обеспечение 
устойчивости квадрокоптера во время движения 
по заданной траектории является сложной тео-
ретической и практической проблемой, привле-
кающей пристальное внимание разработчиков 
систем управления квадрокоптерами [3, 4].

Решение задачи управления квадрокопте-
ром осуществляется с привлечением как тра-
диционных подходов классической теории ав-
томатического управления с использованием 
пропорционально-интегрально-дифференци-

альных регуляторов, так и с использованием 
различных адаптивных регуляторов [2, 5], ме-
тодов H∞ теории управления [6], регуляторов, 
построенных на основе синергетического под-
хода [7] и нейронных сетей [8]. Однако исполь-
зование таких методов управления приводит 
к усложнению регуляторов и, как следствие, 
к увеличению стоимости и уменьшению на-
дежности квадрокоптеров.

В статье для стабилизации движения квадро-
коптера на заданной траектории предлагается ис-
пользовать метод модального управления на осно-
ве решения линейного матричного неравенства [9].

Постановка задачи

Квадрокоптер является беспилотным лета-
тельным аппаратом (БЛА), представляющим 
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платформу с четырьмя роторами. Одна пара 
роторов вращается по часовой стрелке, дру-
гая — против часовой стрелки. По сравнению 
с БЛА вертолетного типа квадрокоптеры об-
ладают рядом преимуществ, таких как: на-
дежность и простота конструкции, большая 
стабильность, компактность и маневренность, 
малая взлетная масса при существенной массе 
полезной нагрузки.

Нелинейная математическая модель ква-
дрокоптера. Стабилизация движения квадро-
коптера по заданной траектории проводится 
на основе нелинейной математической моде-
ли, представленной в работе [10]:
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где x, y, z — координаты центра масс квадро-
коптера в земной системе координат; ϕ, θ, ψ — 
углы Эйлера (углы тангажа, крена и рыска-
нья); ωi — угловая скорость вращения винта 
i-го мотора квадрокоптера; Ax, Ay, Az — коэф-
фициенты аэродинамического сопротивления; 
l — расстояние от центра масс квадрокопте-
ра до моторов; Ix, Iy, Iz — моменты инерции 
квадрокоптера; b — коэффициент крутящего 
момента моторов; m — масса квадрокоптера; 
k — коэффициент тяги моторов; g — ускорение 
свободного падения.

Параметры модели:
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Нелинейная математическая модель ква-
дрокоптера (1) может быть представлена в век-
торном виде

 ( ) ( ( ), ( )),t F t t=x x u�  (3)

где ( )tx�  — производная по времени; 
12( ) nt R =∈x  — фазовый вектор, определяющий 

состояние квадрокоптера; 4( ) mt R =∈u  — управ-
ляющее воздействие со следующими компо-
нентами соответственно:
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Линеаризация исходной модели. Пусть
функция

 ,1( ( ), ( )) ( ( ( ), ( )))n
i iF t t f t t ==x u x u

в окрестности Ω частных решений xS, соответ-
ствующих управляющим воздействиям uS,
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удовлетворяет условиям существования произ-
водных по векторным аргументам x(t) и u(t), 
определенным в (4):
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При использовании формулы Тейлора урав-
нение (3) может быть преобразовано к квази-
линейному виду
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Пусть для всех
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Если матрица Якоби вычислена по формуле 
(5а) и выполнено условие (7), тогда уравнение 
(6) будет определять уравнение первого при-
ближения

 ( ) ( ) ( ),t t t= +w Aw Bv�  (8)

где w(t) ∈ Rn — вектор состояния; v(t) ∈ Rm — 
вектор управления.

Система (8) может быть использована для 
синтеза управления, стабилизирующего систе-
му (3), в окрестности частного решения. Для ги-
перболических систем (матрица Якоби не имеет 
чисто мнимых собственных значений) в соот-
ветствии с теоремой о топологической эквива-
лентности [10, 11] вид устойчивости нелинейной 
системы (3) совпадает с видом устойчивости си-
стемы первого приближения (8) независимо от 
характера нелинейных членов. Таким образом, 
вид траекторий системы (8) определяет геоме-
трическую картину поведения траекторий ис-
ходной нелинейной системы (3).

Задача синтеза стабилизирующего управле-
ния. Вид траекторий нелинейной системы (3) 
определяется характеристическими показате-
лями Ляпунова [12]. Характеристическим по-
казателем функции x(t) называется величина 
(которая может иметь конечное значение или 
значение ±∞), определенная как

 1( ) lim( ln || ( )||).
t

x t t−

→∞
λ = x

Характеристический показатель Ляпунова 
функции x(t) есть результат сравнения скоро-
сти роста x(t) при t → ∞ с экспонентой exp{αt}, 
для которой характеристический показатель 
равен α. Среди всего набора характеристиче-
ских показателей Ляпунова важен наибольший 
(старший) показатель λ1 = λmax. Набор показа-
телей Ляпунова характеризует устойчивость 
траекторий нелинейной системы (3). Если
λ1 < 0, то траектория нелинейной системы асим-
птотически устойчива; если λ1 > 0 — неустой-
чива. Набор характеристических показателей, 
упорядоченных по убыванию λ1 l λ2 l ... l λn, 

является спектром нелинейной динамической 
системы.

Для системы (3) необходимо найти стабили-
зирующий регулятор в виде обратной связи по 
фазовому вектору

 ( ( )) ( )t t=u x Kx  (9)

такой, чтобы спектр характеристических пока-
зателей Ляпунова замкнутой системы

 ( ) ( ( ), ( ))t F t t=x x Kx�  (10)

принадлежал левой полуплоскости, а система 
(10) была асимптотически устойчива со степенью 
устойчивости μ, которая определяется старшим 
характеристическим показателем Ляпунова.

Синтез стабилизирующего управления 
квадрокоптером на основе линейного 

матричного неравенства

Задача стабилизации по состоянию систе-
мы (8) состоит в выборе закона управления (9) 
из класса линейных обратных связей по фазо-
вому вектору, при котором замкнутая система 
является асимптотически устойчивой.

Для синтеза стабилизирующих управлений 
квадрокоптером рассмотрим метод модального 
управления, основанный на применении ли-
нейных матричных неравенств [9]. Уравнение 
линеаризованной системы, замкнутой стаби-
лизирующим управлением, имеет вид
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В соответствии со вторым методом Ляпу-
нова система (11) будет асимптотически устой-
чивой, если у нее существует положительно 
определенная функция Ляпунова

 V(w) = wтPw с P = Pт > 0,

производная которой в силу системы (11) яв-
ляется отрицательно определенной функцией

 т т( ) 0, 0.c cV = + < ∀ ≠w A P PA w w�  (12)

С учетом (11) неравенство (12) имеет вид

 т т т 0,+ + + <A P PA K B P PBK

умножая которое слева и справа на матрицу 
P–1 и обозначая G = P–1, имеем
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 т т т 0, 0.+ + + < >GA AG GK B BKG G  (13)

Таким образом, синтез стабилизирующего 
управления сводится к вычислению пары ма-
триц (G, K), удовлетворяющих матричным не-
равенствам (13). Введем новую 
матричную переменную L = KG
и запишем неравенства (13) 
в виде

 

т т т 0,

0.

+ + + <
>

GA AG L B BL

G  (14)

Параметры искомой об-
ратной связи вычисляются по 
формуле

 K = LG–1. (15)

Для выполнения дополни-
тельного условия на степень 
устойчивости μ область кор-
ней характеристического уравнения замкну-
той системы на комплексной плоскости долж-
на ограничиваться областью, расположенной 
строго левее вертикальной линии, которая от-
стоит от мнимой оси на расстоянии –μ. Это 
требование будет выполнено, если полная про-
изводная квадратичной функции Ляпунова 
удовлетворяет условию

 т т т( ) 2 , 0,c cV = + < − μ ∀ ≠w A P PA w w Pw w�

из которого следует необходимость выполне-
ния условия

 т т т 2 0, 0.+ + + + μ < >GA AG L B BL G G

Параметры обратной связи также вычисля-
ются по формуле (15).

Исследование стабилизации движения 
квадрокоптера на заданной траектории

Вычислительный эксперимент по стабили-
зации квадрокоптера проводился с использо-
ванием нелинейной модели (3). Для оценки 
эффективности системы стабилизации при-
ведены результаты имитационного модели-
рования с использованием регуляторов, син-
тезированных на основе решения линейных 

матричных неравенств и линейно-квадратич-

ной оптимизации. Параметры обратной связи 

вычислялись по линеаризованной модели (8), 

в которой матрицы A и B определены выраже-

нием (5а), (5б) и равны
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Элементы матриц A и B вычислены при 
значениях параметров (2) нелинейной моде-
ли квадрокоптера (1) в нулевой особой точке. 
Траектория движения квадрокоптера задается 
следующим образом:
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Движение по заданной траектории обеспе-
чивается управлением

 1 1
уст з уст( ) ( ) ( ),t t− −= −u CA B x
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где Aз = A + BK и

 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
.

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

C

Сравнение двух методов управления — мо-
дального и оптимального — проводилось с ис-
пользованием погрешности реализации траек-
торий по следующей методике. Пусть y(x) — 
заданная траектория, координаты которой 
определяются для системы равноотстоящих 
точек xi = x0 + ih, (i = 0, 1, 2). Обозначим 

( )i iy x�  — последовательные значения реализо-
ванной траектории. Тогда оценка абсолютной 
погрешности воспроизведения траектории 
определяется неравенством [14]

 | |.i i iE y y− �l  (16)

Погрешность вычисляется с использовани-
ем евклидова расстояния по следующему ал-
горитму.

1. Для некоторой точки реализованной тра-
ектории определяется расстояние до каждой 
точки заданной траектории.

2. Находится минимум из расстояний, опре-
деленных на шаге 1.

3. Повторяются шаги 1 и 2 до тех пор, пока 
не закончатся все точки полученной траек-
тории.

4. Находится максимум из всех ранее вы-
численных на шаге 2 минимумов.

Полученное значение максимума и являет-
ся оценкой погрешности реализации заданной 
траектории.

Исследование стабилизирующего модально-
го управления. Матрица коэффициентов об-
ратной связи, вычисленная по формуле (15) 
с учетом линейного матричного неравенства 
(14), равна

Траектории замкнутой системы (заданная — 
штриховая линия, реализованная — сплошная 
линия) при стабилизирующем управлении 
представлены на рис. 1.

Спектр характеристических показателей 
Ляпунова нелинейной системы (3), замкнутой 
синтезированным стабилизирующим управле-
нием (15), равен

 

1 2

3 4 5

7 86

9 10 11

12

{ ( ( ), ( ))} [ 0,4862 0,4902

0,4862 0,4902 0,4548

0,4613 0,6228 0,6476

1,7233 1,7608 1,5666

1,5957].

F t tλ = λ = − λ = −

λ = − λ = − λ = −

λ = − λ = − λ = −

λ = − λ = − λ = −

λ = −

x Kx

Исследование оптимального управления. 
Для системы (8) с обратной связью (9) решение 
задачи линейно-квадратичной оптимизации 
состоит в минимизации функционала

 т т

0

( , ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]J x u t t t t dt
∞

= +∫ w Qw v Rv

при ограничениях в виде уравнений динамики 
с матрицами Q = Qт > 0, R = Rт > 0, кото-
рые задаются таким образом, чтобы регулятор 

Рис. 1. Траектории системы, замкнутой стабилизирующим 
управлением
Fig. 1. Trajectories of the system closed by stabilizing control

5

0,08 0 0 2,18 1,32 0 0 0,74 0,09 0,47 0,330,06

0 0,077 0,06 2,18 1,32 0,74 0,09 0 0 0,47 0,330
10 .

0,08 0 0 2,18 1,32 0 0 0,74 0,09 0,47 0,330,06

0 0,08 0,06 2,18 1,32 0,74 0,09 0 0 0,47 0,330

− − − −⎡ ⎤
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥≈
⎢ ⎥− − − − − − −−
⎢ ⎥

− − − −⎣ ⎦

K
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удовлетворял в наибольшей степени динамике 
квадрокоптера [13].

Матрица регулятора в обратной связи опре-
деляется формулой

 1 т ,−= −K R B P  (17)

где P — решение матричного уравнения Рик-
кати:

 т 1 т 0.−+ − + =A P PA PBR B P Q

Матрица параметров оптимального регуля-
тора (17) равна

Спектр характеристических показателей 
Ляпунова нелинейной системы (3), замкнутой 
синтезированным оптимальным управлением 
(17), равен

 

1 2

3 4 5

7 86

9 10

11 12

{ ( ( ), ( ))} [ 0,9918 1,3861

1,0219 1,2798 1,8531

2,2558 2,2096 2,8395

7,8741 40,2311

959,3377 959,6001].

F t tλ = λ = − λ = −
λ = − λ = − λ = −

λ = − λ = − λ = −

λ = − λ = −

λ = − λ = −

x Kx

Оценки погрешности, вычисленные по 
формуле (16), для стабилизирующего и опти-
мального управления представлены в таблице.

Рис. 2. Траектории системы, замкнутой оптимальным управ-
лением
Fig. 2. Trajectories of the system closed by optimal control

Оценка погрешности

Error estimation

Управление
Погрешность воспроизведения 

траектории

Стабилизирующее E = 0,2596

Оптимальное E = 0,9791

6

2 2,77 0 0 1,41 1,55 0 0 2,01 1,41 1,4510,64

0 0 2 2,77 1,41 1,55 10,64 2,01 0 1,41 1,450
10 .

2 2,77 0 0 1,41 1,55 0 0 2,01 1,41 1,4510,64

0 0 2 2,77 1,41 1,55 10,64 2,01 0 1,41 1,450

− − −−⎡ ⎤
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥≈
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − − −⎣ ⎦

K

Траектории замкнутой системы (задан-
ная — штриховая линия, реализованная — 
сплошная линия) при оптимальном управле-
нии представлены на рис. 2.

Как видно из таблицы, меньшую оценку по-
грешности имеет стабилизирующее управле-
ние. Спектры характеристических показателей 
Ляпунова при стабилизирующем и оптималь-
ном управлении обеспечивают асимптоти-
ческую устойчивость замкнутой нелинейной
системы.

Заключение

В работе синтезирована обратная связь, 
обеспечивающая стабилизацию движения 
квадрокоптера по заданной траектории. Вы-
числение коэффициентов обратной связи про-
водилось методом модального управления на 
основе использования линейных матричных 
неравенств. При синтезированном стабилизи-
рующем управлении спектр характеристиче-
ских показателей Ляпунова, расположенный 
в левой полуплоскости, свидетельствует об 
устойчивости замкнутой нелинейной системы. 
Проведена серия вычислительных эксперимен-
тов в целях определения оценки погрешности 
воспроизведения траектории квадрокоптера 
с использованием стабилизирующей обратной 
связи, синтезированной методом модального 
управления на основе решения линейного ма-
тричного неравенства и оптимального управ-
ления, полученного в результате решения за-
дачи линейно-квадратичной оптимизации. 
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Результаты вычислительных экспериментов 
подтверждают эффективность по данному 
критерию стабилизирующего управления по 
сравнению с оптимальным управлением.
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Abstract

The relevance of the work is due to the widespread introduction of unmanned aerial vehicles, including quadcopters, 
in various areas of both civil and military applications. A review of various methods of controlling quadcopters, considering 
their features as nonlinear objects of high dimensionality, is performed. The work is devoted to stabilizing a quadcopter 
on a complex trajectory defined by functional coordinate relationships in 3D space. A nonlinear dynamic model of the 
quadcopter in a coupled coordinate system is constructed. The quadcopter control is based on a combination of two control 
actions. When solving the inverse dynamics problem, program control provides motion along a given trajectory. Stabiliza-
tion of motion along the desired trajectory is provided by phase coordinate feedback. The stabilizing regulator ratios are 
found by the modal control method based on the solution of a linear matrix inequality using a linearized model. The found 
feedback ratios provide the required degree of stability of the closed-loop system, ensuring the quadcopter robustness to 
parametric perturbations. The legitimacy of this approach to the synthesis of control of a nonlinear system is substantiated 
by the topological equivalence theorem for the nonlinear system and the linearized model in that the nonlinear system has 
stable or unstable manifolds, which are analogs of the stable or unstable spaces of the linearized system. The results of 
computational experiments to estimate the error in reproducing a given quadcopter trajectory are presented. A simulation 
of the quadcopter behavior was performed, and the trajectory reproduction error was calculated to confirm the effective-
ness of the synthesized stabilizing control and the optimal control based on the Pontryagin maximum principle. According 
to this criterion, the stabilizing control synthesized based on linear matrix inequalities is more effective for the quadcopter. 
Computational experiments were performed using the MATLAB application software package.
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