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Предложен новый метод синтеза управления объектами с секторной нелинейностью с гарантией нахождения 
регулируемой переменной в заданном множестве при неизвестных ограниченных возмущениях. Синтез алгоритма 
осуществляется в два этапа. На первом этапе используется преобразование координат, чтобы свести исходную за-
дачу с ограничениями к задаче исследования на устойчивость по вход—состоянию новой расширенной системы без 
ограничений. На втором этапе синтезируется закон управления для преобразованной системы, в котором настраива-
емый параметр выбирается из решения линейных матричных неравенств. Для иллюстрации эффективности работы 
предлагаемого метода приведены результаты моделирования в MATLAB/Simulink, которые показали эффективность 
предложенного метода и подтвердили теоретические результаты.
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Управление объектами с секторной нелинейностью с гарантией 
нахождения регулируемой переменной в заданном множестве*

Введение

На  практике широко распространены за-
дачи управления нелинейными системами, 
в частности, объектами с секторной нелиней-
ностью. Примерами таких систем могут быть 
электромеханические объекты, колебательные 
системы, электроэнергетические сети, манипу-
ляторы и т. д. Существует большое число работ, 
посвященных управлению такими системами, 
например [1—6]. Однако в данных работах уда-
ется обеспечить заданное качество регулирова-
ние только в установившемся режиме.

Настоящая статья посвящена управлению 
с гарантией заданного качества выходного сиг-
нала в любой момент времени. Для управления 
линейными системами в работах [7—9] предло-
жен базовый метод на основе специального пре-
образования координат, позволяющего свести 
исходную задачу с ограничениями по регулиру-
емой переменной к задаче без ограничений.

В данной работе будет применен метод, 
предложенный в [7—9], для синтеза закона 
управления системами с секторной нелинейно-
стью и будут получены новые условия расчета 
параметров регулятора с использованием тех-
ники линейных матричных неравенств (ЛМН) 
[10, 11]. Статья организована следующим обра-
зом. В разделе 1 формулируется задача управ-

*Метод решения и основной результат получены за счет 
гранта Российского научного фонда № 18-79-10104-П в ИПМаш 
РАН, https://rscf.ru/project/18-79-10104/. Численное моделирова-
ние выполнено за счет средств гранта РФФИ № 20-08-00610.

ления нелинейным объектом с гарантией при-
надлежности выходных сигналов в заданном 
множестве. В разделе 2 описан основной ре-
зультат статьи, где предложен метод синтеза на 
основе линейных матричных неравенств. Для 
иллюстрации результатов работы и эффектив-
ности предполагаемого метода в разделе 3 при-
водятся и анализируются результаты модели-
рования, полученные в MATLAB/Simulink.

1. Постановка задачи

Рассмотрим нелинейную систему

 
( ) ;
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где x ∈ �n — измеряемый вектор состояния;
u ∈ � — сигнал управления; y ∈ � — выход-
ной сигнал; f ∈ �l — неизвестное ограничен-
ное возмущение такое, что ( )t ff m  для любых
t > 0; j(x) ∈ �n — неизвестная нелинейная 
функция, которая удовлетворяет условию сек-
торного ограничения для любых x ∈ �n:

 ( ) .M≤x xj  (2)

Здесь M > 0 — известная константа. Матрицы 
A ∈ �nЅn, B ∈ �nЅ1, G ∈ �nЅn, L ∈ �1Ѕn, D ∈ �nЅl 
известны. Пара (A, B) управляема и пара (A, L) 
наблюдаема.

Требуется разработать закон управления, 
обеспечивающий нахождение регулируемого 
сигнала y(t) объекта (1) в следующем множестве:
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где ( )g t  и ( )g t  — непрерывные и ограничен-
ные функции вместе со своими первыми про-
изводными по времени. Данные функции вы-
бираются разработчиками исходя из требова-
ний к работе системы.

2. Метод решения. Основной результат

Следуя работам [7—9], введем следующую 
замену координат:

 ( ) ( ( ), ),y t t t= Φ ε  (4)

где ε(t) ∈ � — непрерывно-дифференцируемая 
функция по времени t, Φ(ε, t) ∈ � удовлетворя-
ет следующим условиям:

а) ( ) ( , ) ( )t gg t t< Φ ε <  для любых t l 0 и ε ∈ �;
б)  существует обратное отображение ε =

= Φ–1(y, t) для любых �y ∈ Y  и t l 0;
в) Φ(ε, t) — непрерывно-дифференцируемая 

функция по ε и t, 
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 для любых ε и t l 0;
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 — ограниченная функция для лю-

бых ε и t l 0, 
( , )

, 0
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t
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< γ γ >
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 определяется ви-

дом замены (4).
В отличие от работ [7—9] в настоящей рабо-

те Φ(ε, t) — скалярная функция. Чтобы сфор-
мулировать закон управления, требуется зна-
ние о динамике ε(t). Для этого найдем полную 
производну ю по времени функции y(t) вдоль 
траекторий (1), (4):
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Принимая во внимание (1), с учетом 
( , )

0
t∂Φ ε
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 перепишем (4) в виде
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Для решения поставленной задачи напом-
ним основной результат работы [7, теорема 1] 
для скалярного преобразования (4).

Теорема 1. Пусть для преобразования (4) вы-
полнены условия (а)—(г). Если существует та-
кой закон управления u(t), что решение (6) огра-
ничено, то ( )� .y t ⊂ Y

Теорема 1 позволяет свести задачу управле-
ния (1) с ограничением по выходу (3) к задаче 
управления (6) без ограничения.

Зададим закон управления для объекта (1) 
в виде

 1( ) [ sign( )|| || | |],u K M−= − ε + + εLB LAx LG x  (7)

где K — положительное число,
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Далее сформулируем основной результат 
в виде следующей теоремы.

Теорема 2. Допустим, что при преобразова-

нии (4) выполнены условия (а)—(г), 
( , )

0
t∂Φ ε

>
∂ε

 

для любых ε и t. Пусть для заданного числа c > 0
существуют положительное число K и положи-
тельные коэффициенты τi, i = 1, 2, 3, такие что 
выполнены следующие неравенства:
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где "*" — симметричный блок симметричной 
матрицы; O, I — нулевая и единичная матрицы 
соответствующей размерности. Тогда закон 
управления (7) обеспечивает выполнение целе-
вого условия (3).

Доказательство. Постановив закон управ-
ления (7) в (6), получим
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Для исследования выражения (10) на устой-
чивость по вход—состоянию [12, 13] рассмот-
рим функцию Ляпунова вида

 21
.

2
V = ε  (11)

Найдем полную производную по времени 
от функции Ляпунова (11) вдоль решений (10):
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Потребуем выполнение условия

 0V� m  (13)
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при

 ,V cl  (14)

с учетом ограничений

 
( , )

,� .
t

f
t

∂Φ ε
γ

∂
f m m  (15)

Слагаемое 
1( , )

0
t −∂Φ ε⎛ ⎞ >⎜ ⎟∂ε⎝ ⎠

 не влияет на знак 

выражения (12). Принимая во внимание нера-
венство
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Обозначив 2( , )
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репишем (16) в матричном виде:
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Согласно S-процедуре [10, 14] и результатам 
работ [15, 16] для выполнения неравенств (17) 
необходимо выполнение (9). Следовательно, 
функция ε(t) ограничена для любых t, и сигнал 
x(t) будет ограничен в силу ограниченности 
ε(t), Φ(ε, t). Тогда управление (7) будет ограни-
чено, и, с учетом теоремы 1, целевое условие 
(3) будет выполнено. Теорема 2 доказана.

Замечание 1. Из соотношения (4) и ограни-
ченности ε(t) следует ограниченность x(t) неза-
висимо от того, гурвицева матрица A или нет. 
Таким образом данный результат может при-
меняться для неустойчивых объектов.

3. Численное моделирование

Рассмотрим объект (1) со следующими па-
раметрами:
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где sat{•} — функция насыщения; d(t) — сиг-
нал, моделируемый в MATLAB SIMULINK 
с помощью блока "Band-Limited White Noise" 
с мощностью шума и временем выборки 0,1.

Зададим Φ(ε, t) в виде
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Очевидно, что функция Φ(ε, t) удовлетворя-
ет условиям теоремы 2. Действительно, так как 
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Параметры функции Φ(ε, t) зададим в виде
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Воспользуемся пакетом YALMIP [17] и ре-
шателем SEDUMI [18] для решения неравен-
ства (6). Для заданного числа с = 100 найдем 
τ1 = 0,51, τ2 = 7,03, τ3 = 8,59 и K = 6,96. Для за-
данного числа с = 0,1 найдем τ1 = 1,32, τ2 = 4,05, 
τ3 = 7,92 и K = 55,62.

Переходные процессы по y(t), u(t) при 
5 2

(0) col , , 1
3 3

⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

x  при двух различных зна-

чениях c = 100 и c = 0,1 приведены на рис. 1 
(см. третью сторону обложки). На рис. 2 при-
веден график возмущения f(t).
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Из рис. 1, а следует, что выходной сигнал 
не выходит из заданного множества, что удов-
летворяет требованию поставленной задачи и 
согласуется с аналитическими выводами. Так-
же отметим, что чем меньше значение с в ус-
ловии (14), тем лучше закон управления пода-
вляет влияние возмущения. Это объясняется 
тем, что траектория ε(t) не покидает интервал 
[ 2 ; 2 ]c c−  (см. доказательство теоремы 2).
Отметим, что при уменьшении параметра c 
уменьшается длина отрезка [ 2 ; 2 ],c c−  а зна-
чит, больше подавляются колебания в области 
x(t) (рис. 1, а). Колебания сигнала управления 
u(t) на рис. 1, б (см. третью сторону облож-
ки), обусловлены наличием возмущения f(t). 
Из рис. 1, б также видно, что для стабилиза-
ции системы в заданном множестве не требует-
ся большого значения управляющего сигнала. 
В данном случае значение сигнала управления 
сопоставимо со значением возмущения.

Заключение

В статье предложен новый метод синтеза 
управления для систем с секторной нелинейно-
стью и гарантией нахождения выходного сигнала 
в заданном множестве на основе метода, предло-
женного в работах [7—9], и техники ЛМН. Раз-
работанный метод применяется в задаче управ-
ления объектом по состоянию в условиях неиз-
вестных ограниченных возмущений. В отличие 
от работ [7—9] предложенный метод позволяет 
рассчитывать параметры регулятора с исполь-
зованием линейных матричных неравенств, что 
расширяет применимость полученного метода 
на практике по сравнению с работами [7—9]. 

Результаты моделирования проиллюстрировали 
эффективность предложенного метода и под-
твердили теоретические выводы.
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Abstract

In this paper, we propose a new method for synthesizing the control of plants with sector-bound nonlinearity with a 
guarantee of finding the controlled signal in given set at any time under conditions of unknown bounded disturbances. The 
basis of the method consists of two stages. At the first stage, the coordinate transformation is used to reduce the original con-
strained problem to the problem of studying the input-to-state stability of a new extended system without constraints. Thus, 
any known control methods can now be applied to stabilize the system in new coordinates. At the same time, to achieve the 
goal, it is not required to reduce the value of the control error. It is enough to show its boundedness. At the second stage, 
a control law is synthesized for the extended system, where the adjustable parameter is selected from the solution of linear 
matrix inequalities. To illustrate the effectiveness of the proposed method, simulation in the MATLAB Simulink is given. 
The simulation results show the presence of controlled signals in the given set and the boundness of all signals in the control 
system. It is shown that an increase the value of the gains in the control law improves the quality of disturbance attenuation 
that is consistent with theoretical results.

Keywords: nonlinear systems, sector nonlinearity, coordinate transformation, given set, unknown bounded disturbance, 
stability, linear matrix inequalities
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