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Характеристические показатели Ляпунова являются одним из действенных инструментов анализа качествен-
ных характеристик динамических систем. Вопросы идентифицируемости, восстанавливаемости и обнаруживаемо-
сти характеристических показателей Ляпунова не рассматривались. Эта проблема является актуальной. В работе 
предложен подход для проверки указанных характеристик линейной динамической системы при оценке характери-
стических показателей. Он основан на анализе геометрических структур, зависящих от коэффициента структур-
ности системы. Коэффициент структурности отражает изменение характеристических показателей Ляпунова, 
а геометрические структуры позволяют принять решение о типе показателей. Получены условия полностью обна-
руживаемых показателей Ляпунова, что соответствует определению полного множества показателей, а также 
σ-обнаруживаемости с уровнем υ-невосстанавливаемости, если система содержит невосстанавливаемые линеалы. 
Предложен способ проверки адекватности получаемого множества характеристических показателей Ляпунова. По-
лучена допустимая граница подвижности старшего показателя Ляпунова.
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станавливаемость, обнаруживаемость, линеал, почти периодическая функция, робот, структура, коэффициент 
структурности
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Идентифицируемость и обнаруживаемость показателей Ляпунова 
линейных динамических систем

мов и процедур основано на реконструкции 
аттрактора системы и анализе временного 
ряда. Такой подход базируется на теореме Та-
кенса [11]. Близкие идеи реализованы в работе 
[9]. Обзор других процедур и алгоритмов пред-
ставлен в работе [12]. В статье [13] дана моди-
фикация алгоритма Бенетти для вычисления 
наибольшего показателя Ляпунова. Предлага-
емый подход развивает методы реконструкции 
аттрактора системы. Он основан на динамиче-
ском изменении периода временной задержки.

Большинство предлагаемых подходов и ме-
тодов оценки ХПЛ разработано для систем, не 
содержащих входных воздействий. Как прави-
ло, предложены способы оценки максималь-
ного (наибольшего) показателя Ляпунова. Это 
объясняется классом исследуемых объектов и 
трудностями оценки всего спектра характери-
стических показателей Ляпунова.

Заметим, что в большинстве публикаций 
применение ХПЛ ограничено исследованием 
качественного поведения системы и не затра-
гивает другие вопросы теории идентификации. 
Естественной является попытка на основе ана-
лиза характеристик ХПЛ покрыть более широ-
кий спектр задач идентификации. К ним можно 

Введение

Для анализа качественного поведения дина-
мических систем широко используют характе-
ристические показатели Ляпунова (ХПЛ). Они 
применяются для оценки поведения траекто-
рий различных объектов в физике [1], медицине 
[2], экономике [3], астрономии [4]. Чаще всего 
ХПЛ оценивают на основе анализа временных 
рядов. Предполагается, что известна априор-
ная информация о структуре системы. В статье 
[5] приведен обзор вычисления наибольшего 
ХПЛ для различных классов систем. В работе 
[6] предложен алгоритм оценки характеристи-
ческих показателей Ляпунова неизвестной ди-
намической системы. Алгоритм позволяет оце-
нить все ХПЛ. Он основан на применении сетей 
с многомерным упреждением, в качестве базиса 
сети используются монотонные сигмодальные 
функции. Задача сведена к подбору параметров 
функций, аппроксимирующих временной ряд 
по квадратичному критерию.

Существует несколько подходов к оценке 
ХПЛ (см. например, работы [7, 8]). В даль-
нейшем эти подходы были модифицированы 
[9, 10]. Большинство предложенных алгорит-
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отнести и задачу структурной идентификации. 
Анализ публикаций показывает, что с таких 
позиций исследования не проводились. Не рас-
сматривались вопросы, отражающие связь иден-
тифицируемости системы и обнаруживаемости 
характеристических показателей Ляпунова.

С учетом этого ниже предлагается подход
к оценке идентифицируемости системы и при-
нятию на ее основе решения об обнаружива-
емости характеристических показателей Ляпу-
нова в условиях априорной неопределенности. 
В качестве исходных данных используется экс-
периментальная информация о работе системы 
в условиях нормальной эксплуатации. Для вы-
числения всего спектра ХПЛ используется под-
ход, предложенный в работах [14, 15]. Он ос-
нован на анализе свойств специального класса 
геометрических структур, описывающих дина-
мику изменения характеристических показате-
лей Ляпунова. Рассмотрен случай стационар-
ных и периодических систем.

Постановка задачи

Рассматривается динамическая система
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где X ∈ Rm — вектор состояния; u ∈ R, y ∈ R — 
вход и выход системы; A ∈ RmЅm, B ∈ Rm, C ∈ Rm.

Матрица A является матрицей Гурвица. Для 
системы (1) известна измерительная информация

 0 1I { ( ), ( ), [ , ]}.o Y t U t t J t t= ∈ =  (2)

Решение системы (1) запишем в виде

 0( ) ( , , ),X t t u t= X  (3)

где X — оператор, однозначно определяемый 
матрицами A, B и начальными условиями X(t0).

При X0 = X(t0) решение системы (1) имеет вид

 X(t) = Xg(t) + Xq(t), (4)

где Xq(t) — частное решение (1) с U ∈ Io; Xg(t) — 
общее решение (1) с u(t) = 0 при неизвестном 
X0 ∈ Io.

Обозначим Xg(X0, t) — общее решение систе-
мы (1) с X0 = X0(Y0) ∈ Io.

Задача состоит в нахождении оценки ре-
шения Xg(t) = Xg(Xq, X0, t) на множестве Io и 

получении условий идентифицируемости и об-
наруживаемости спектра собственных чисел и 
порядка системы (1) по Xg(t).

Способ получения оценки решения Xg(t) = 
= Xg(Xq, X0, t) на основе обработки множества 
измерений (2) описан в работе [14]. Поэтому 
в дальнейшем считаем, что имеется оценка ре-
шения Xg(t) = Xg(Xq, X0, t).

Восстанавливаемость
и обнаруживаемость системы

Приведем ряд понятий из общей теории си-
стем [16]. Вопросы восстанавливаемости и обна-
руживаемости тесно взаимосвязаны между со-
бой. Вычисление ХПЛ основано на получении 
оценок переменных состояния системы. Воз-
можность их определения связана с проблемой 
восстанавливаемости системы (1) на основе y(t).

Определение 1. Пусть y(t, t0, X0, u) описывает 
изменение выходной переменной y(t) линейной 
системы
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из начального состояния X0 =X(t0). Тогда си-
стема называется полностью восстанавливае-
мой, если для всех t1 существует такой момент
t0 ∈ (–∞, t1), что из равенства

 0 0 0 0( , , , ) ( , , , )y t t X u y t t X u′=  (6)

∀u(t) и t0 ∈ [t0, t1] следует 0 0.X X ′=
Из определения 1 следует, что если система 

является полностью восстанавливаемой, и вы-
ходная переменная наблюдается до произволь-
ного момента t1, то существует момент t0 < t1, при 
котором состояние системы может быть опреде-
лено единственным образом. Если X(t0) известно, 
то значение X(t1) также может быть определено.

Теорема 1. Система (5) является полностью 
восстанавливаемой в том и только том слу-
чае, если для всех t1 существует такой момент
t0 ∈ (–∞, t1), что из равенства

 y(t, t0, X0, 0) = 0 (7)

следует X0 = 0.
Определение 2. Пусть A, C — матрицы раз-

мерности n Ѕ n и l Ѕ n соответственно. Тогда 
пара (A, C) называется полностью восстанав-
ливаемой, если система
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является полностью восстанавливаемой.
Может возникнуть ситуация, когда состо-

яние системы является не полностью восста-
навливаемым, что затрудняет оценку текущего 
состояния системы.

Определение 3. Пространство невосстанав-
ливаемых состояний PNn линейной системы (1) 
с постоянными параметрами является линейным 
подпространством состояний X0, для которых

 y(t, t0, X0, 0) = 0, t l t0.

Теорема 2. Подпространство невосстанавли-
ваемых состояний PNn n-мерной линейной систе-
мы (1) является нуль-пространством матрицы 
восстанавливаемости 2 1 т( ) .nD С CA CA CA −= …

Любое состояние, принадлежащее подпро-
странству невосстанавливаемых состояний, об-
ладает тем свойством, что движение системы из 
этого состояния при нулевом входном сигна-
ле сходится к нулю. Это соответствует случаю, 
когда любое состояние, принадлежащее под-
пространству невосстанавливаемых состояний, 
принадлежит также подпространству устойчи-
вых состояний системы. Из устойчивости си-
стемы следует, что выбор невосстанавливаемой 
компоненты состояния не приводит к возрас-
танию ошибки. Систему, обладающую таким 
свойством, будем называть обнаруживаемой.

Определение 4. Линейная система (1) с по-
стоянными параметрами является обнаружи-
ваемой, если ее подпространство невосстанав-
ливаемых состояний содержится в подпро-
странстве устойчивых состояний.

Определение 5. Пара (A, C) является обна-
руживаемой, если система
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является обнаруживаемой.
Теорема 3. Любая асимптотически устойчи-

вая система вида (1) является обнаруживаемой. 
Любая полностью восстанавливаемая система 
вида (1) является обнаруживаемой.

Рассмотрим систему (8) и соответствующую 
ей переходную матрицу Φ(t, t0). Тогда система 
(8) является полностью восстанавливаемой 
в том и только том случае, если
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то система (8) является равномерно полностью 
восстанавливаемой.

Равномерная восстанавливаемость гаран-
тирует, что идентификация состояния всегда 
возможна приблизительно в пределах одина-
кового интервала времени. Для системы (1) 
равномерная полная восстанавливаемость сле-
дует из полной восстанавливаемости.

Оценка Xg(t)

Для оценки ХПЛ сформируем множество 
{Xg(t)}, реализовав операцию {X(t)}\{Xq(t)}. При-
меним для этого подход, предложенный в ра-
ботах [14, 15].

Представим Io в виде

 I I ( ) I ( ),q g
o o q o gJ J= ∪  (11)

где ;q gJ J J R∪ = ⊆  I , Iq g
o o  — множества, содер-

жащие информацию о Xq и Xg.
Утверждение 1 [14]. Для идентификации Xq(t) 

на множестве Iq
o  применима модель

 � �( ) ( ) ,q q qX t A W t t J= ∀ ∈  (12)

где � � 2 2
qA R

×
∈  — матрица параметров модели, 

W = [u u′]т.
На основе модели (12) определяем оценку 

частного решения � ( )qX t  системы на множестве 
I g
o  и далее находим оценку общего решения

 � �( ) ( ) ( ) ,g q gX t X t X t t J= − ∀ ∈  (13)

где � � � т
.

( ) [ ( ) ( )] .g g gy yX t t t=

ХПЛ. Коэффициент структурности системы

Для действительной функции h(t) ХПЛ [17] 
определяется в виде
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 — верхний предел.

χi ( 1, )i m=  ненулевого решения стационар-
ной системы (1) совпадают с действительными 
частями собственных чисел λi матрицы A. 
Пусть известна оценка общего решения Xg(t), 
∀t ∈ Jg, системы (1). Полагаем, что система яв-
ляется устойчивой и, следовательно, восста-
навливаемой и обнаруживаемой. Применим 
(14) к � ( )g

y t :

 �
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где gt J∈  — максимальное значение (верхняя 
грань) t на интервале Jg ⊂ J.

Предел (15) есть наибольший (максималь-
ный) ХПЛ. Если предел (14) существует, то 
�[ ]gyχ  является оценкой максимального соб-

ственного числа матрицы A. Следовательно, 
�[ ]gyχ  характеризует степень устойчивости си-

стемы (1). Если m = 2, то для �
.
gy  получаем
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Также применяется показатель Перрона [18]
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 — нижний предел.

Идея применения ХПЛ в задачах идентифи-
кации изложена в работах [14, 19]. Предлагае-
мый подход основан на анализе коэффициента 
структурности (КС)
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где � �( ) ln | ( )|gg gy y tρ = ρ =  ,g gt J J∀ ∈ ⊂  0[ , ]gJ t t=  
определяется в соответствии с выражением (15).

В отличие от подходов, рассмотренных во 
введении, излагаемый ниже подход к оценке 
ХПЛ основан на анализе специального класса 
структур.

Структуры для оценки ХПЛ

Рассмотрим множества
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Определим на I , I
s sk k′  отображение 

,sk ρ
→S  

.
s sk kI I ′→ ×  Структура 

,sk ρ
S  отражает дина-

мику изменения показателей, зависящих от 
ХПЛ. На множестве I

sk′  рассмотрим функцию, 
описывающую изменение первой разности КС 
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где τ > 0. Далее сформируем множество
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и введем структуру 
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структуры 
,sk ρ′ΔSK  рассмотрим соответствую-

щее ей преобразование
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Замечание 1. Для некоторого класса систем 
на основе изменения 

,sk ρ
S  можно выбрать гра-

ницы верхнего предела в выражении (15).
Замечание 2. Выбор области значений функ-

ции b(t) определяем удобством ее графическо-
го анализа.
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Наибольший показатель Ляпунова �[ ]l gyχ  
лежит в левой части структуры 
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кривой, описывающей изменение 
,
.i

sk ρ
SK  Рас-

положение минимумов на 
,

i
sk ρ

SK  совпадает 

с изменением знака структуры 
,
.

sk ρ′ΔLSK  В ре-

зультате получаем � � �
1 2{ , , , },m

LE m= λ λ … λM  где � iλ  
есть оценка i-го собственного числа λi матри-
цы A системы (1). При полной L-об на ру жи вае-
мо сти системы (1) (см. следующий раздел) 
можно получить полный спектр ХПЛ, которо-
му соответствует полное пространство линеа-
лов Lm(t).
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Идентифицируемость
и обнаруживаемость ХПЛ

Стационарная система

Рассмотрим вход u ∈ PEα, где PEα — свой-
ство постоянства возбуждения:

 2: ( )u tα αlPE  (25)

справедливо для ∃α > 0 и ∀t l t0 на некото-
ром интервале T > 0. При таком входе фазовый 
портрет системы является замкнутым, система 
(1) — идентифицируемой [15], а модель (10) — 
идентифицирующей.

Определение 6. Система (1) называется L-об-
на руживаемой, если на основе линеалов мож-
но обнаружить характеристические показате-
ли Ляпунова.

Приведем модификацию теоремы 1 [14] для 
случая простых ХПЛ.

Теорема 4. Характеристические показате-
ли Ляпунова системы (1) являются LP-об на ру-
жи ваемыми или полностью обнаруживаемыми, 
а система (1) имеет порядок m, если функция 
b(t) на интервале *

0[ , ] gt t J⊂  *( )t tm  меняет 
свой знак (m – 1) раз.

Доказательство теоремы 4. Рассмотрим си-
стему (1) с устойчивой матрицей состояния A. 
Пусть корни являются простыми действитель-
ными и упорядочены в виде λ1 > λ2 > ... > λm. 
Согласно [20] решение системы (1) является 
линеалом Lm(t), который является частью ли-
нейного пространства Lm(t). Так как система 
является линейной, то для ( )il tL  справедливо 
вложение [20]

 0 10 ( ) ( ) ( ) ( ),nll l mt t t t≡ ⊂ ⊂ … ⊂ ≡L L L L  (26)

которое будем называть пирамидой Lm, где li — 
размерность линеала ( ).il tL  Разность двух со-
седних линеалов

 10 ( ) ( )\ ( )k kl ll
k t t t−= ⊂L L L L  (27)

будем называть ступенью пирамиды. Ступень 
имеет вес mk = lk – lk–1.

lk соответствует числу базисных решений, ко-
торое содержит линеал ( ).kl tL  На начальном ин-
тервале времени 1( )l tL  содержит показатель λm. 
При увеличении t решение переходит на сту-
пень 2 ( )l tL  пирамиды. На 2 ( )l tL  доминирует по-
казатель λm–1. Это вызывает изменение свойств 
функции b(t). Далее применяем индукцию по 

ступеням пирамиды, пока не получим все про-
странство Lm(t). �

Следствие из теоремы 4. Если число смен 
знаков функции b(t) меньше m – 1, то пирамида 
Lm будет содержать ступени, которые явля-
ются необнаруживаемыми.

Доказательство следствия из теоремы 4. Пусть 
число смен знака υ функции b(t) υ < m – 1.
Это значит, что вложение (26) будет содержать 
линеалы ( ) ( ),kl

kt t=L NL  k l 1, которые в (26) 
присутствуют неявно из-за невозможности их 
обнаружения (вычисления). Но в силу устой-
чивости системы (1) эти множества {NLk} суще-
ствуют неявно. Следовательно, пирамида лине-
алов Lm будет иметь υ ступеней из-за необнару-
живаемости линеалов NLk: 0

\{ }.
k

m
kL L

>υ = NL  �
Обозначим σ = m – 1 – υ. Из следствия из 

теоремы 5 получаем:
Определение 7. Система (1) называется 

σ-обнаруживаемой с уровнем υ-невос ста нав-
ливаемости, если υ линеалов имеют уровень 
NLk, где k > 0.

Замечание 3. LP-обнаруживаемость и вос-
станавливаемость трактуется как возможность 
вычисления ХПЛ.

Замечание 4. При LP -обнаруживаемости си-
стемы (1) элементы множества m

LEM  соответ-
ствуют ступеням пирамиды Lm.

Теорема 5. Если система (1) является 
устойчивой и восстанавливаемой, а структу-
ра 

,sk ρ′ΔLSK  меняет знак m – 1 раз, то харак-
теристические показатели Ляпунова системы 
являются LP-обнаруживаемыми, а структура 

,
i
sk ρ

SK  содержит множество m
LEM  характери-

стических показателей Ляпунова, которое от-
ражает структуру линеала Lm.

Доказательство теоремы 6 аналогично дока-
зательству теоремы 5 и следует из устойчиво-
сти и восстанавливаемости системы (1).

Следствие из теоремы 5. Если число смен 
знаков структуры 

,sk ρ′ΔLSK  меньше m – 1, то 
пирамида Lm будет содержать ступени, кото-
рые являются необнаруживаемыми.

Система с периодическими коэффициентами

Рассмотрим систему

 
т

( ) ,

,

X A t X Bu

y C X

= +

=

�
 (28)

где X ∈ Rm — вектор состояния; u ∈ R, y ∈ R — вход 
и выход системы; A(t) ∈ RmЅm, B ∈ Rm, C ∈ Rm.
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Пусть матрица A(t) удовлетворяет следую-
щим условиям:

A1. A(t) является непрерывной матрицей 
Фробениуса и ограниченной

 ||A(t)|| m αA, (29)

где αA > 0, ||•|| — норма матрицы.
A2. A(t) является почти периодической, т. е. 

из любой последовательности [20]

 ( ) ( )i i iA t A t= − τ  (30)

можно выбрать подпоследовательность, равно-
мерно сходящуюся на всей оси к некоторой 
почти периодической матрице ( ).A t

A3. Матрица A(t) является гурвицевой для 
почти всех t l 0.

Применим к системе (21) подход, изложен-
ный в разделе "Оценка Xg(t)", и получим мно-
жество {Xg(t)}. Рассмотрим класс почти перио-
дических функций по Бору [21].

Определение 8. Числовое множество Ξ = {ξ} 
называется относительно плотным на действи-
тельной оси –∞ < x < ∞, если существует такое 
число l > 0, что каждый отрезок a m x m a + l 
длины l содержит хотя бы один элемент Ξ, т. е. 
при любом a имеем

 [ , ] 0a a l+ ∩ Ξ ≠ . (31)

Определение 9. Число T = Tf(δ)называется 
почти периодом функции f(x) с точностью до δ 
(или δ-почти периодом или δ-смещением), если 
неравенство

 ( ) ( ) , 0ff x T f x+ − < δ δ >  (32)

имеет место для любого x ∈ (–∞, ∞).
Определение 10. Функция f(x) ∈ (–∞, ∞) на-

зывается почти периодической в смысле Бора 
(BF-функцией), если относительно плотное 
множество почти периодов Tf функции f(x) 
с точностью до δ существует, т. е. существует 
такое положительное число l = l(δ), что любой 
отрезок [a, a + l] содержит, по меньшей мере, 
одно число Tf  , для которого справедливо

 | f(x + Tf) – f(x)| < δ при x ∈ (–∞, ∞). (33)

Элементы множества {Xg(t)}, а следовательно, 
и yg(t) принадлежат к классу экспоненциально-
синусоидальных функций, и условие (32) может 
не выполняться. Поэтому следует обеспечить 
принадлежность � ( )gy t  к классу BF-функций. 
Выполним следующие действия [22]. Рассмо-

трим некоторую точку t ∈ R и ее окрестность Ot. 
Определим среднее значение � ( )gy t  ∀t ∈ Ot:

 � �
,

1
,

tg O i
it

y y
N

α = = ∑  (34)

где Nt — число точек на Ot, ti ∈ Ot — текущее 
покрытие интервала Ot с шагом τ.

Для ∀t ∈ R, принадлежащих окрестности 
,

yg
t T+O  получим

 � �
,

1
.

t Tyg
yg

g i
it T

y y
N+

+
π = = ∑O  (35)

Определение 11 [22]. Функция � ( ) (0, )g ty ∈ ∞  
называется απ-почти периодической в смысле 
Бора функцией (BFαπ-функцией), если для лю-
бого δ > 0 существует относительно плотное 
множество почти периодов Tf функции � ( )g ty  
с точностью до δ, т. е. существует положительное 
число l = l(δ) такое, что любой отрезок [a, a + l] 
содержит, по меньшей мере, одно число Tf, для 
которого выполнено неравенство

 
� �( ) ( )

при [0, ).fg gt T ty y
t

+
− < δ ∈ ∞

π α
 (36)

Рассмотрим структуру 
,
,

sk ρ′ΔSK  определен-
ную на 

, ,
I I

s sk kρ ρ′Δ×  и описываемую функцией 
( ) : .sk s sf t k k→ Δ  Функция ks(t) является BFαπ-

функцией. Поэтому fsk(t) будет содержать обла-
сти Dsk, которые имеют резко изменяющуюся 
амплитуду.

Определение 12. [14]. Область Dsk функции 
fsk называется απ-областью на интервале Jsk = 
= [t, t + T] (T > 0) изменения t, если она со-
ответствует изменению BFαπ-функции ks(t) на 
этом интервале.

Теорема 6 [22]. Если система (28) является 
устойчивой и содержит простые собственные 
числа, то структуры 

,
,

sk ρ′SK  1, ,i m=  содержат 
информацию о характеристических показате-
лях Ляпунова.

Теорема 7 [22]. Если система (28) являет-
ся устойчивой и восстанавливаемой, а функция 
fsk(t) на интервале *

0[ , ] gt t J⊂  *( )t tm  содержит 
не менее m областей Dsk, то система (28) име-
ет порядок m и является LP-идентифицируемой 
(LP-обнаруживаемой).

Доказательство теоремы 7 следует из теоре-
мы 6.

Так как система (28) является устойчивой 
и восстанавливаемой, то согласно теореме 7 
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она является идентифицируемой на множестве 

,
{ }.i

sk ρ
SK  В работе [22] показано, что располо-

жение локальных минимумов на 
,

i
sk ρ

SK  совпа-
дает с областями Dsk структуры 

,
.

sk ρ′ΔSK  В ре-
зультате анализа i

skD  получаем множество MLE, 
содержащее оценки показателей системы (28). 
Мощность MLE может не совпадать с числом 
характеристических показателей системы. MLE 
характеризует доступное множество линеалов 
системы (28).

Обозначим κm верхнюю оценку наименьше-
го �[ ].gi yη

Теорема 8. Если: а) для системы (28) вы-
полняются предположения A1—A3, б) система 
(28) является восстанавливаемой, в) элементы 
множества ,{ ( )}i

sk tρ  являются BFαπ-функциями, 
г) структура 

,
i
sk ρΔ

SK  содержит точку, в кото-

рой изменяется знак производной, то показа-
тель κm является обнаруживаемым.

Доказательство теоремы 8. Так как выпол-
няются предположения A1—A3, то система яв-
ляется устойчивой и восстанавливаемой. Со-
гласно теореме 6 система ХПЛ является иден-
тифицируемой (обнаруживаемой) на структуре 

,
.i

sk ρ
SK  , , ,( ) { ( )}i i

s j sk t k tρ ρ∈  ( j > 0) является BFαπ-
функцией, поэтому структура 

,
i
sk ρ

SK  будет со-
держать локальные минимумы, глобальный 
минимум которых будут являться верхней 
оценкой κm наименьшего �[ ],gi yη  что подтверж-
дает обнаруживаемость �[ ].gi yη  �

Замечание 5. Так как решение принимается 
на основе анализа нескольких структур 

,
i
sk ρ

SK  
(i l 1), то в качестве κm выбираем верхнюю гра-
ницу из κm,i.

Замечание 6. Подход, основанный на анализе 

,
,i

sk ρ
SK  позволяет получить оценки наименьше-
го показателя Ляпунова �[ ].gi yη  Этим он отли-
чается от процедур, предлагаемых в литературе. 
Если структура 

,sk ρ′ΔSK  содержит единичное 
резкое изменение значения, то это является 
признаком того, что 

,
i
sk ρ

SK  содержит оценку 

ηm[•]. Так как | [•]| | [•]|,m iη > χ  где 1, 1,i m= −  то 
ηm[•] равен κm и называется верхней оценкой 
наименьшего ХПЛ. Связано это с тем, что со-
ответствующий линеал Lm(t) имеет минималь-
ную область определения. Функция � ( )gy t  на 
Lm(t) не является απ-почти периодической, так 
ее параметры α, π быстро убывают и, следова-
тельно, условие (32) не выполняется. Поэтому 
линеал Lm(t) будет содержать только одно зна-
чение, которое соответствует κm.

Теорема 9. Пусть: 1) для системы (28) вы-
полняются предположения A1—A3, 2) система 
(28) является восстанавливаемой, 3) элементы 
множества ,{ ( )}i

sk tρ  являются BFαπ-функциями,
4) структура 

,
i
sk ρΔ

SK  содержит не менее m обла-
стей v

skD  (v m m), которым на структуре 
,

i
sk ρ

SK  

соответствуют локальные минимумы. Тогда 
множество MLE является LP-обнаруживаемым 
или полностью обнаруживаемым.

Доказательство теоремы 9. Система (28) явля-
ется устойчивой и восстанавливаемой, а струк-
тура 

,
i
sk ρΔ

SK  содержит m областей .v
skD  

,
i
sk ρΔ

SK  
является производной от 

,
.i

sk ρ
SK  Поэтому на 

,
i
sk ρ

SK  областям v
skD  будут соответствовать

локальные минимумы, отражающие положение 
ХПЛ. Это следует из теорем 7, 8. Следовательно, 
множество MLE является идентифицируемым 
или LP-обнаруживаемым. �

Замечание 7. Так как собственные числа λi(t) 
матрицы A являются периодическими функ-
циями времени, то линеалы Li(t) и Li+1(t) могут 
пересекаться [22]. Этот случай может приво-
дить к бесконечному спектру характеристиче-
ских показателей Ляпунова.

Система (28) является нестационарной, по-
этому необходимо оценить область, которой 
принадлежит множество MLE. Это связано с тем, 
что множество MLE может быть большим (см. за-
мечание 7). Нетрудно заметить, что снизу эта об-
ласть ограничена показателем κm.

Естественно, можно указать допустимую 
область для MLE и число, определяющее под-
вижность старшего показателя Ляпунова. 
Снизу эта область ограничена показателем κm. 
При выборе данных параметров можно огра-
ничиться временным диапазоном [0, ],t  где t  
выбирается согласно (15). Выбор области из-
менения χ1 можно осуществить на основе ана-
лиза структуры 

,
.i

sk ρΔ
SK  Так как индикатором 

наличия χ1 является область 
,

1
i
s

sk k ρΔ
⊂D SK , то 

на 
,

i
sk ρ

SK  1
skD  будет соответствовать фрагмент 

,

1 ,i
sk ρ

V  который изменяется на интервале 
,

1 .i
sk

J
ρ

 
Следовательно, 

,

1
1 .i

sk
J

ρ
χ ∈  Тогда допустимая 

граница подвижности старшего показателя χ1 
определяется [22] как

 
,

1
1 sup .i

sk
J

ρ
χ m  (37)

Итак, справедлива
Теорема 10. Пусть выполняются условия те-

оремы 9. Тогда допустимая граница подвиж-
ности старшего показателя χ1 удовлетворяет 
условию (37).
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В рамках рассматриваемого подхода встает 
вопрос о критерии оценки LP-обна ру жи вае мо-
сти системы (28). В условиях неопределенности 
адекватные показатели предложить сложно. 
Такие теоретические показатели [20], как проч-
ность и достижимость, не поддаются проверке 
в условиях неопределенности. Так как результа-
том LP-обнаруживаемости являются множество 
MLE и граница подвижности (37), то следует ис-
пользовать результаты анализа специального 
класса структур. Для подтверждения обнару-
живаемости множества MLE применим подход, 
основанный на проверке χ-адек ват ности полу-
ченных оценок ХПЛ [22].

Рассмотрим структуру � �, ,
g gy yS �  описывае-

мую функцией � � � �
, : g gy yf y y→� �  в пространстве 

� �,( ).g gy y yR = �  Так система (28) удовлетворяет 
условиям A1-A3, то � �,g gy yS �  будет содержать об-
ласти, которые отражают απ-почти периоди-
ческое поведение системы. Далее рассмотрим 
структуры 

,
,i

sk ρΔ
SL  

,
,i

sk ρ
SL  которые описываются 

функциями

 � �
, ,

, ,: , : .
i ik ks s

i i
s sf k f ky y

Δρ ρ
ρ ρ→ → ΔSL SL  (38)

Определение 13. Оценки ХПЛ χi являются 
χ-адекватными в пространстве R, если облас-
ти их определения совпадают с областями απ-
почти периодичности структуры � �, .

g gy yS �
По аналогии с 

,
i
s

sk k ρΔ
⊂D SK  введем фраг-

менты 
,

i
s

j
sl k ρΔ

⊂D SL  ( j l 1) в пространстве R y. 

Обозначим dom j
slD  — область определения 

.j
slD  Справедлива следующая модификация 

теоремы 3 [22].
Теорема 11. Пусть:1) система (28) является 

устойчивой и восстанавливаемой, 2) множество 
MLE является LP-обнаруживаемым, 3) области 
определения фрагментов j

slD  структуры 
,

i
sk ρΔ

SL  
совпадают с областями απ-почти периодично-
сти структуры � �, .

g gy yS �  Тогда оценки элементов 
множества MLE являются χ-адекватными об-
ластям απ-почти периодичности � �, .

g gy yS �

Доказательство теоремы 11. Согласно теоре-
ме 7 функция fsk(t) содержит не менее m областей 

.j
skD  Структуры 

,
i
sk ρΔ

SK  и 
,

i
sk ρΔ

SL  имеют одина-
ковую область значений. Данное утверждение 
справедливо и для ,j

skD  .j
slD  Области ,j

skD  j
slD  

определяют изменение ХПЛ. Из равенства обла-
стей значений ,j

skD  j
slD  следует конгруэнтность 

областей значений ,j
skD  .j

slD  Если области опре-
деления фрагмента j

slD  структуры 
,

i
sk ρΔ

SL  и об-
ласти απ-почти периодичности � �,y y

S �  совпадают, 

то в силу наличия зависимости между функци-
ями 

,
iks

f
ρ

SL  и 
,

iks

f
Δ ρ

SL  получаем, что некоторая со-

вокупность элементов множества MLE покрывает 
соответствующую απ-почти периодическую об-
ласть � �, .

g gy yS �  Следовательно, оценки χi являются 
χ-адекватными в пространстве R y. �

Примеры

1. Рассмотрим систему, фазовый портрет ко-
торой показан на рис. 1. Известно информаци-
онное множество (4). Вход u(t) = 5 + 2sin(0,2πt). 
Из рис. 1 следует, что в системе присутствуют 
колебания.

Применение модели (12) на интервале �qA  = 
= [0,302; 0,189; –2,03]т позволяет получить об-
щее решение системы. Коэффициент детерми-
нации модели равен 0,95. На основе модели 
(10) получены оценки � ( )gy t  и � ( ).g ty�  Вектор па-
раметров модели для определения � ( )g ty�  равен 
[–0,17; –0,89; 0,27]т. Фазовый портрет системы по-
казан на рис. 2 и подтверждает принадлежность 
к системе с периодическими коэффициентами.

.

Рис. 2. Фазовый портрет системы в пространстве � �= ( , )�y g gR y y

Fig. 2. System phase portrait in space � �= ( , )�y g gR y y

.

Рис. 1. Фазовый портрет системы
Fig. 1. Phase portrait of system



347Мехатроника, автоматизация, управление, Том 23, № 7, 2022

Из рисунков следует, что система является 
устойчивой и восстанавливаемой. Следовательно, 
ее ХПЛ должны быть обнаруживаемые. Резуль-
таты, подтверждающие LP-обнаруживаемость 
ХПЛ, представлены на рис. 3 (см. вторую сторо-
ну обложки), где показаны структуры 

,sk ρ′ΔSK  и 
1
,
,

sk ρ
S  sk ′Δ  имеет вид (17),

 1 ( ( ))
( , ) .g

s

y t
k t

t

ρ
ρ =

�
 (39)

На основе ан  ализа 
,sk ρ′ΔSK  получаем MLE = 

= {–1,8; [–1,21; –0,88]}. Применение теоре-
мы 7 показывает, что порядок системы ра-
вен 2. Верхняя оценка для наименьшего ХПЛ
κm = –1,8. Допустимая граница подвижности 
старшего показателя χ1 равна –0,8. На интерва-
ле изменения ks ∈ [–0,2; –0,13] имеем еще одно 
наблюдаемое множество ХПЛ 1 ,LEM  что под-
тверждает вывод, приведенный в замечании 7.
Пример оценки χ-адекватности ХПЛ демон-
стрирует рис. 4 (см. вторую сторону обложки).

Вернемся к исходной системе (28). Рассма-
тривалась система второго порядка с матрицей

 
1 2

1

2

0 1
( ) ,

( ) ( )

( ) 3 0,2 sin(0,02 ),

( ) 4 0,3 sin(0,04 ).

A t
a t a t

a t t

a t t

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
= − + π
= − + π

 (40)

Собственные числа матрицы A изменя-
лись в диапазоне λ1(t) ∈ [–1,325; –0,819], λ2(t) ∈
∈ [–2,37; –3,48]. Результаты моделирования под-
тверждают обнаруживаемость ХПЛ системы (28).

2. На рис. 5 (см. вторую сторону обложки) 
показаны результаты моделирования для си-
стемы (1) с матрицей A и спектром

 

0 1 0

0 0 1 , ( ) ( 1; 2; 3).

6 11 6

A A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= σ = − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

 (41)

С помощью подхода, предложенного в раз-
деле "Оценка Xg(t)", получено множество 
{ ( ), 0 16 с}.gy t tm m  Сформированы множества 
I ,

sk′Δ  I ,
sk  I ,i

sk
 i = 1, 2, на основе обработки 

� ( ).gy t  На рис. 5 (см. вторую сторону обложки 
показаны результаты оценки порядка системы 
и LP-обнаруживаемости ХПЛ на основе теоре-
мы 4, где используются следующие обозначения:

 � �1 2

( , ),
..

( , ( ( ))), ( , ( ( ))).

s s

g gs s s s

k k t

yk k t t k k t ty

= ρ

= ρ = ρ�

Цифрами 1, 2, 3 на рис. 5 (см. вторую сто-
рону обложки) обозначены оценки ХПЛ (соб-
ственных чисел λi, i = 1, 2, 3). Результаты, 
представленные на рисунке, показывают, что 
ХПЛ являются обнаруживаемыми, а система 
идентифицируемой и восстанавливаемой.

3. Рассмотрим модель однозвенного робота-
манипулятора с гибким шарниром, описывае-
мого системой уравнений [23]
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 (42)

где x2 и x2 — угловые положения вала двига-
теля и звена; u — управляющий крутящий 
момент двигателя; Jm, Jl — моменты инерции 
двигателя и звена; k — постоянная упругости; 
и — коэффициент вязкого трения; kτ — коэф-
фициент усиления усилителя; m — масса зве-
на; h — центр масс и g — ускорение свободно-
го падения. Система (42) учитывает влияние 
вязкого трения и упругой деформации гиб-
кого соединения. Вектор Y = [x1, x3]

т досту-
пен для измерения. Параметры системы: Jm = 
= 0,037 кг•м2, Jl = 0,093 кг•м2, κ = 0,18 Н•м/рад, 
B = 0,0083 Н•м/рад, m = 0,21 кг, g = 9,81 м/с2,
h = 0,15 м, kτ = 0,18 Н•м/В.

На рис. 6 представлен фазовый портрет си-
стемы по каналу x1— x2. Вход u(t) не удовлет-
воряет условию постоянства возбуждения. Но 
несмотря на это в системе возникают затуха-
ющие колебания. Система является устойчи-
вой и, следовательно, восстанавливаемой. По-
этому, несмотря на не замкнутость фазового 
портрета (условие h-идентифицируемости), 
внутренние колебания в системе позволяют 
говорить об идентифицируемости системы.

Структуры 1 2
, ,,

,
s sk kρ ρ

S  2
,sk ρΔ

LSK  для оценки ха-

рактеристических показателей Ляпунова пока-
заны на рис. 7 (см. вторую сторону обложки). 
Здесь �1y�  — оценка x2,
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k k k

ty t y
k t k t

t t
LSK B

ρ ρ ρΔ Δ

ρρ
ρ = ρ =

→ ×

�
 (43)

Так как система является устойчивой, то рас-
сматриваются только отрицательные ХПЛ. На-
личие колебаний отражает изменение функции 
b(t), которая на рис. 7 (см. вторую сторону об-
ложки) представлена структурой 2

,
,

sk ρΔ
LSK  опи-

сываемой функцией 2 2 2
, , ,

I (I ).
k k ks s s

k k k
B

ρ ρ ρΔ Δ
→ ×LSK  

Переменные состояния системы являются BFαπ-
функциями. Применим теорему 8. Из рис. 7 сле-
дует, что порядок системы равен 4, известна 
оценка показателя Перрона (наименьшего ХПЛ, 
которому соответствует значение –0,7). Область, 
которой принадлежит наибольший ХПЛ χ1[x2]), 
обозначена эллипсом Bχ. Согласно работе [15] Bχ 
соответствует наличию комплексного корня. 
Что касается третьего χ3[x2], то он лежит между 
η[x2] и областью Bχ. Он принадлежит области, 
приближающейся снизу к значению 2 0.sk =  Ли-
неал, соответствующий χ1[x2], является линей-
ным зависимым, и поэтому система является 
σ-обнаруживаемой с уровнем υ = 1. Спектр кор-
ней системы σ(λ) = [–0,65  0  ±0,8  +8,16i]. Систе-
ма (42) является чувствительной к входным воз-
действиям.

Рассмотрим линеаризованную систему 
(42). Результаты оценки идентифицируемости 
и обнаруживаемости ХПЛ представлены на 
рис. 8 и рис. 9 (см. вторую сторону обложки). 
Фазовый потрет системы показан на рис. 8 
в пространстве (xl,1, xl,2), где xl,1, xl,2 — пере-
менные состояния линеаризованной систе-
мы. Аналогичный вид фазовый портрет имеет 
и в пространстве (xl,3, xl,4). Система является 
устойчивой, и в ней возникают затухающие 
колебания. Следовательно, система является 

идентифицируемой, а переменные состояния 
являются BFαπ-функциями. На рис. 9 (см. вто-
рую сторону обложки) представлены структу-
ры 1 2

, ,,
,

s sk kρ ρ
SL  2

,
,

sk ρΔ
LSKL  подтверждающие обна-

руживаемость ХПЛ:

 
1, 2, 1, 2,
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где

 ,1 ,21, 2,( ( )) ( ( ))
( , ) , ( , ) .l ll l

s s
x t x t

k t k t
t t

ρ ρ
ρ = ρ =  (45)

Из рис. 9 следует, что линеаризованная си-
стема (29) содержит пару комплексных показате-
лей χi[xl,2], а порядок системы равен 4. Действи-
тельные части этих показателей близки. Итак, 
линеаризованная система (42) является иденти-
фицируемой, множество ХПЛ обнаруживаемо. 
Следует отметить, что линеаризация изменяет 
расположение спектра ХПЛ и влияет на степень 
устойчивости. Но при этом исключается пока-
затель, лежащий на границе устойчивости. Еще 
раз отмечаем, что система является очень чув-
ствительной к изменению параметров.

Заключение

Рассмотрена проблема идентифицируемо-
сти, восстанавливаемости и обнаруживаемо-
сти ХПЛ. Приведены условия, позволяющие 
оценить возможность вычисления ХПЛ. Они 
основаны на анализе свойств геометрических 
структур, отражающих динамику измене-
ния характеристических показателей. Полу-
чены условия σ-обнаруживаемости с уровнем 
υ-невосстанавливаемости и LP-об на ру жи вае-
мости ХПЛ стационарной системы. Рассмотрен 
случай линейной системы с периодическими 

Рис. 8. Фазовый портрет линеаризованной системы (42)
Fig. 8. Phase portrait of linearized system (42)

Рис. 6. Фазовый портрет системы по каналу "x1—x2"
Fig. 6. System (42) phase portrait "x1—x2"
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коэффициентами и получены условия обнару-
живаемости ее ХПЛ. Показано, что для некото-
рого класса нелинейных систем линеаризация 
может приводить к существенному изменению 
распределения ХПЛ.
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Abstract

Lyapunov exponents (LE) are an effective tool for analyzing the qualitative characteristics of dynamic systems. Identifiability, 
recoverability and detectability problem of Lyapunov exponents not studied. This problem is actual. We propose an approach for 
verifying identifiability, recoverability and detectability. The approach bases on the analysis of geometric frameworks depending 
on the structural properties coefficient of the system. The structural properties coefficient reflects the change in Lyapunov expo-
nents, and geometric frameworks are a source for deciding on the type of indicators. We obtain conditions for the complete detect-
ability of Lyapunov exponents. These conditions guarantee the receipt of indicators set. We propose a criterion of σ-detectability 
with a level of υ-non-recoverability and give a method to evaluate it. We propose the method for verifying the adequacy of the 
Lyapunov exponents set. The permissible mobility border of the largest Lyapunov exponent obtains.
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