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Синтез нечеткого регулятора на основе оценки
степени устойчивости системы управления

Введение

По мере совершенствования современных 
быстродействующих САУ как военного, так и 
гражданского назначения острой становится 
потребность в разработке новых регуляторов 
и, соответственно, подходов к анализу и син-
тезу систем управления с такими регулятора-
ми. С одной стороны, это объясняется извест-
ным принципом несовместимости, утвержда-
ющим обратную пропорциональность между 
сложностью системы и точностью ее анализа 
классическими математическими методами, 
а с другой — сложностью формализации не-
определенностей, многочисленные источники 
которых имеют различную природу и прояв-
ляются по мере усложнения функциональных 
задач, стоящих перед системой управления. 
В то же время, появившиеся за последние не-
сколько десятилетий работы как отечествен-
ных, так и зарубежных авторов доказывают 
перспективность применения для совершен-
ствования характеристик системы управления 
интеллектуальных технологий и, в частности, 
технологии нечеткой логики [1—6].

В статье решается задача синтеза параме-
тров нечеткого регулятора на основе косвен-
ной оценки качества САУ — степени устойчи-
вости. Такой вид оценки качества (и, в первую 
очередь, быстродействия) показал хорошую 

эффективность и получил достаточно широ-
кое распространение в инженерной практике 
синтеза линейных САУ [8—10].

Поскольку САУ с нечеткими регуляторами 
относятся к классу нелинейных систем, то не-
посредственно применить к ним предложен-
ную методику синтеза невозможно. Однако 
в ряде классических работ (например, в [11]) 
показано, что рассматриваемый показатель 
качества можно распространить и на нелиней-
ные системы, понимая под степенью устойчи-
вости желаемый показатель затухания экспо-
ненциальной кривой, который рассчитывается 
из условия нахождения "смещенной" системы 
на границе устойчивости. При таком подходе, 
рассматривая смещенную частотную характе-
ристику линейной части, удобно решать задачу 
анализа и синтеза нелинейных законов на ос-
нове методов абсолютной устойчивости.

Постановка задачи

Рассматривается одноконтурная САУ с не-
четким регулятором (нечеткая система управ-
ления), структурная схема которой представ-
лена на рис. 1, а, где НР — нечеткий регулятор 
с одним входом и одним выходом, ЛЧ — ли-
нейная часть (объект управления) с передаточ-
ной функцией WЛЧ(s). Требуется настроить НР 
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таким образом, чтобы переходной процесс 
в системе был быстрее, чем 0 ,tA −ηe  где A — на-
чальное отклонение, η0 — некоторая требуемая 
степень устойчивости.

В качестве первого приближения рассмотрим 
канонический вариант НР с пятью функциями 
принадлежности (ФП) для входной и выходной 
переменных. На рис. 2, а представлено располо-
жение ФП входных терм НР, а на рис. 2, б — вид 
конечного нелинейного преобразования, полу-
ченного при следующей структуре продукцион-
ных правил:
 � если e есть "БОЛЬШАЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНАЯ", 

то u = 1;
 � если e есть "ПОЛОЖИТЕЛЬНАЯ", то u = 0,5;
 � если e есть "НУЛЕВАЯ", то u = 0;
 � если e есть "ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ", то u = –0,5;
 � если e есть "БОЛЬШАЯ ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ", 

то u = –1.
Для данного регулятора на рис. 3, б приве-

дена переходная характеристика e(t) ошибки 
в нечеткой системе совместно с кривой 0 .t−ηe  
Из рисунка видно, что равномерное распреде-
ление ФП входных терм не позволяет обеспе-
чить поставленное перед САУ требование по 
степени устойчивости. Проведем (не давая 
специальных пояснений, которые будут обо-
снованы ниже) некоторую подстройку НР, из-
менив два продукционных правила:
 � если e есть "БОЛЬШАЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНАЯ", 

то u = 2;
 � если e есть "БОЛЬШАЯ ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ", 

то u = –2.

Как видно, подстроенный НР обеспечива-
ет нелинейное преобразование вход—выход, 
представленное на рис. 3, а, а соответствую-
щий переходной процесс отвечает поставлен-
ному требованию (рис. 3, б).

Выполненная в приведенном выше примере 
подстройка НР была реализована на основе не-
которого опыта работы с нечеткими системами. 
Однако, используя известные в ТАУ результаты 
в области исследования устойчивости и качества 
нелинейных САУ, можно построить достаточно 
простую и удобную для инженерной практики 
методику, которая будет разработана ниже.

Анализ нечеткой системы управления на 
основе смещенной частотной характеристики

Рассмотрим совместно с исходной передаточ-
ной функцией линейной части WЛЧ(s) смещен-
ную передаточную функцию, полученную заме-
ной s = jω – η, где η — аналог степени устойчи-
вости. Для большей конкретности передаточную 
функцию линейной части возьмем в виде

 4 3 2 1
ЛЧ ЛЧ 0 1 2 3 4( ) [ ] .W s K a s a s a s a s a −= + + + +

После элементарных преобразований ча-
стотная характеристика смещенной линейной 
части ЛЧW  приводится к виду

 ЛЧ ЛЧ 2 2 2 2( ) ,
a b

W j K j
a b a b

⎡ ⎤ω − η = −⎢ ⎥+ +⎣ ⎦
 (1)
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Рис. 1. Структурная схема САУ с НР
Fig. 1. Structural diagram of ACS with FR

Рис. 2. Расположение ФП входных терм (а) и нелинейное 
преобразование НР (б)
Fig. 2. The location of the MF of the input terms (a) and the non-
linear transformation of the FR (б)

Рис. 3. Характеристика подстроенного НР (а) и переходные 
процессы в нечеткой САУ совместно с огибающей (б)
Fig. 3. Characteristic of the modernized FR (а) and transient 
processes in the fuzzy ACS together with the envelope (б)
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На рис. 4 представлены смещенные АФЧХ 
статической (рис. 4,  а) и астатической (a4 = 0)
(рис. 4, б) версий линейной части при различных 
значениях степени устойчивости η (η1 > η2 > η3).

Для исследования устойчивости нечеткой 
системы со смещенной линейной частью и 
определения граничных значений параметров 
НР, соответствующих заданной степени устой-
чивости, предлагается использование методов 
абсолютной устойчивости.

В работе [7] показано, что анализ нечетких 
САУ существенно упрощается, если рассма-
тривать не гладкую, а аппроксимированную 
нелинейную характеристику НР, на которой 
выделяются два кусочно-линейных участка 
с коэффициентами усиления K1 и K2 (участки 
"малого" и "большого" коэффициентов усиле-
ния соответственно). В таком случае предпо-
чтительно использовать модель Сугено в каче-
стве механизма нечеткого логического вывода 
с постоянными функциями принадлежности 
выходных терм, так как с помощью нее удается 
сразу получить кусочно-линейную характери-
стику НР без дополнительной аппроксимации.

Следует подчеркнуть, что данный подход для 
определенного класса нелинейных систем рас-
сматривался в работе [11] и был построен на базе 
критерия абсолютной устойчивости В. М. Попо-
ва, который позже применялся к системе со сме-
щенной АФЧХ линейной части. Более конструк-
тивное решение может быть получено на основе 
критерия Якубовича, разработанного в работе 
[12]. Теорема, сформулированная в ней и моди-
фицированная под нечеткую систему, может 

быть представлена следующим образом: для аб-
солютной устойчивости нечеткой системы из 
класса (K1; K2), имеющей степень устойчивости 
не менее η, достаточно, чтобы смещенная АФЧХ 
линейной части располагалась вне круга, огра-
ниченного окружностью с центром на веще-

ственной оси в точке 
1 2

1 1 1
,

2 K K

⎛ ⎞−
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
 проходящей 

через точки 
1

1
K
−

 и 
2

1
,

K
−

 также принадлежащие 

действительной оси. Причем, так как вариантов 
расположения окружности с центром на дей-
ствительной оси может быть несколько, смещен-
ная АФЧХ при –∞ m ω m +∞ должна охватывать 

любую внутреннюю точку области 
1 2

1 1
;

K K

⎡ ⎤−
−⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

столько раз, сколько полюсов передаточной 
функции линейной части располагаются в обла-
сти .sℜ > −η  Данное обстоятельство крайне 
важно, так как если рассматривать астатический 
вариант линейной части, то ее передаточная 
функция всегда содержит один полюс, лежащий 
правее –η, а значит, смещенная АФЧХ должна 
один раз охватить какую-либо внутреннюю точ-
ку области. Графически это означает, что для 
таких систем соответствующая круговому кри-
терию окружность должна располагаться правее 
крайней левой точки смещенной АФЧХ.

Покажем на ряде примеров процесс синтеза 
НР на основе предложенного критерия. Рас-
смотрим астатическую САУ, линейная часть 
которой описывается передаточной функци-
ей четвертого порядка, где KЛЧ = 1, a0 = 0,01,
a1 = 0,05, a2 = 0,65, a3 = 1,6, a4 = 0. Для дан-
ной САУ зададимся степенью устойчивости
η = 1, что соответствует затуханию переходной 
характеристики примерно за 3 с. Так как рас-
сматриваемая линейная часть содержит четыре 
полюса — два чисто действительных (0 и –2,72) 
и два комплексно-сопряженных (–1,14 ± j7,58), 
то для обеспечения выбранной степени устой-
чивости необходимо расположить окружность 
таким образом, чтобы смещенная АФЧХ охва-
тила ее только один раз.

На рис. 5, а представлены смещенная АФЧХ 
линейной части ЛЧ( ( 1))W jω − , а также окруж-
ность, пересекающая действительную ось в  
точках –0,8 и –0,5. Согласно вышеописанному 
критерию, для обеспечения требуемой степени 
устойчивости достаточно, чтобы нелинейная 
характеристика НР располагалась в секторе 

1 1
;

0,8 0,5
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (рис. 5, б).

Рис. 4. АФЧХ статической (а) и астатической (б) линейных 
частей при разных значениях степени устойчивости
Fig. 4. Nyquist plot of the static (а) and astatic (б) linear part with 
different values of the degree of stability
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На рис. 5, в представлен переходной процесс 
e(t) в нелинейной САУ, содержащей нелиней-
ный элемент с синтезированной характеристи-
кой (рис. 5, б), при подаче единичного задаю-
щего воздействия, из которого очевидно вы-
полнение задания. Для обеспечения нечетким 
регулятором данного нелинейного преобразо-
вания следует в параметрах регулятора изме-
нить значения ФП выходных терм, не изменяя 
расположения ФП входных терм, а именно:
 � если e есть "БОЛЬШАЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНАЯ", 

то u = 2;
 � если e есть "ПОЛОЖИТЕЛЬНАЯ", то u = 0,625;
 � если e есть "НУЛЕВАЯ", то u = 0;
 � если e есть "ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ", то u = –0,625;
 � если e есть "БОЛЬШАЯ ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ", 

то u = –2.

Ввиду достаточности критерия абсолютной 
устойчивости, лежащего в основе рассматри-
ваемой методики синтеза нелинейного закона 
управления НР, правомерно сделать следую-
щее замечание: если по окончании процедуры 
синтеза статической характеристики НР воз-
никает необходимость в некотором улучшении 
переходного процесса, то рекомендуется вве-
сти дополнительную коррекцию нелинейной 
характеристики НР, которая может быть вы-
полнена по двум направлениям:

1) смещение влево/вправо участка "боль-
шого" коэффициента усиления без изменения 
степени наклона;

2) изменение наклона участков "малого" и 
"большого" коэффициентов усиления.

На рис. 6, а представлены три варианта не-
линейных характеристик НР, а на рис. 6, б — 
переходные процессы ошибки в рассматри-
ваемой нечеткой системе при единичном 
задающем воздействии. Из данных рисун-
ков видно, что смещение участка "большого" 
коэффициента усиления вправо уменьшает 
значение перерегулирования. Необходимо 
отметить, что диапазон смещения участка 
ограничен, с одной стороны, точкой переги-
ба нелинейной характеристики (дальнейшее 
движение вправо вырождает регулятор в ли-
нейный), а с другой — границей участка на-
сыщения.

Изменение наклона участков "малого" и 
"большого" коэффициентов усиления также 
существенным образом влияет на качество 
управления. Так, увеличение крутизны данных 
участков приводит к возрастанию перерегули-
рования. При этом изменение "малого" участка 
(рис. 7, а), очевидно влияет на переходной про-
цесс вблизи положения равновесия (рис. 7, б) и 
оказывает малое влияние на начальной стадии 
переходного процесса, в то время как "боль-
шой" участок влияет на переходной процесс 
в целом (рис. 7, в и рис. 7, г).

Таким образом, в число дополнительных 
рекомендаций к предложенной выше методике 
синтеза НР можно включить следующие:

1. Для увеличения быстродействия САУ не-
обходимо сдвинуть ФП входных терм ближе 
к центру или увеличить значения ФП выход-
ных терм с учетом максимально допустимых 
управляющих воздействий.

2. Для уменьшения перерегулирования сле-
дует раздвинуть границы боковых ФП вход-
ных терм-множеств.

Рис. 5. Круговой критерий абсолютной устойчивости (а), не-
линейная характеристика нечеткого регулятора (б) и сравне-
ние переходного процесса с огибающей (в)
Fig. 5. Circular criterion of absolute stability (а), nonlinear char-
acteristic of the fuzzy controller (б) and comparison of the tran-
sient process with the envelope (в)

Рис. 6. Статические характеристики (а) и переходные про-
цессы ошибки (б) при смещении участка "большого" коэффи-
циента усиления
Fig. 6. Static characteristics (а) and error transients (б) when 
shifting the section of the "large" gain
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Для рассматриваемой нечеткой САУ с аста-
тическим объектом управления качественное 
улучшение переходного процесса (уменьшение 
времени регулирования примерно на 50 %) до-
стигается (рис. 8, б), если сдвинуть вершины 
ФП входных терм "ПОЛОЖИТЕЛЬНАЯ" и 
"ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ" ближе к центру, а также 
увеличить значения ФП выходных терм, акти-
вируемых правилами "Если e есть "БОЛЬШАЯ 
ПОЛОЖИТЕЛЬНАЯ" ... " и "Если e есть "БОЛЬ-
ШАЯ ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ" ... ". На рис. 8, а 
представлено скорректированное с учетом до-
полнительных рекомендаций расположение 
ФП входных терм, а конечные продукционные 
правила имеют следующую структуру:
 � если e есть "БОЛЬШАЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНАЯ", 

то u = 3;
 � если e есть "ПОЛОЖИТЕЛЬНАЯ", то u = 0,15;
 � если e есть "НУЛЕВАЯ", то u = 0;
 � если e есть "ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ", то u = –0,15;
 � если e есть "БОЛЬШАЯ ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ", 

то u = –3.
Рассмотрим процедуры синтеза нечеткой 

САУ со статической линейной частью, переда-
точная функция которой имеет следующие па-
раметры: KЛЧ = 1, a0 = 0,01, a1 = 0,05, a2 = 0,65, 
a3 = 1,6, a4 = 1. Пусть для данной системы так-
же задано требование по обеспечению степени 
устойчивости η = 1, значение которой выбрано 
из тех же соображений, что и для рассмотрен-
ной ранее астатической линейной части. На 
рис. 9 представлена процедура синтеза НР: 
в соответствии с круговым критерием постро-
ены ЛЧ( 1)W jω −  и касающаяся ее окружность, 
пересекающая действительную ось в точках –1 
и –0,45.

Рис. 8. Расположение ФП входных терм (а) и сравнение переход-
ных процессов в САУ с исходным и скорректированным НР (б)
Fig. 8. The location of the MF of the input terms (а) and the 
comparison of transient processes in the ACS with the original 
and corrected FR (б)

Рис. 7. Статические характеристики (а, в) и переходные про-
цессы ошибки (б, г) при изменении наклона участка "малого" 
и "большого" коэффициентов усиления
Fig. 7. Static characteristics (а, в) and error transients (б, г) when 
the slope of the "small" and "large" gain sections changes

Рис. 9. Синтез НР в САУ со статической линейной частью
Fig. 9. Synthesis of FR in ACS with a static linear part
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При синтезе настроек НР рассматриваем 
два варианта: равномерное расположение ФП 
входных терм и расположение с учетом допол-
нительных рекомендаций. Значения выходных 
ФП выберем из следующих соображений: так 
как рассматриваемая нечеткая САУ являет-
ся нелинейной, то для такой системы следует 
рассматривать не абсолютную устойчивость 
положения равновесия (как это было выше), 
а абсолютную устойчивость процессов, при-
чем найденные на основе кругового критерия 

значения K1 = 1 и 2
1

2,2
0,45

K = =  ограничива-

ют значение производной нелинейной харак-

теристики НР, т. е. 1 2
( )

.
du e

K K
de

m m  Обозначив 

p = 0,5 и q = 1 координаты ФП входных терм 
"ПОЛОЖИТЕЛЬНАЯ" и "БОЛЬШАЯ ПОЛО-
ЖИТЕЛЬНАЯ" соответственно (в этом случае 
используется их равномерное расположение, 
как показано на рис. 2, а), можно рассчитать 
необходимое значение ФП выходной термы
b = pK1 = 0,5 для правила "Если e есть "ПОЛО-
ЖИТЕЛЬНАЯ" ... " и значение ФП выходной 
термы d = (q – p)K2 + b = 1,6 для правила "Если 
e есть "БОЛЬШАЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНАЯ" ... ". 
Итоговые продукционные правила имеют сле-
дующий вид:
 � если e есть "БОЛЬШАЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНАЯ", 

то u = 1,39;
 � если e есть "ПОЛОЖИТЕЛЬНАЯ", то u = 0,4;
 � если e есть "НУЛЕВАЯ", то u = 0;
 � если e есть "ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ", то u = –0,4;
 � если e есть "БОЛЬШАЯ ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ", 

то u = –1,39.
На рис. 10, а показана соответствующая вы-

бранным настройкам нелинейная характери-
стика НР, а на рис. 10, б — переходной процесс 
в САУ с НР совместно с огибающей переход-
ного процесса.

Анализируя переходной процесс, несложно 
убедиться, что нечеткая САУ обладает требу-
емой степенью устойчивости, и переходной 
процесс e(t) располагается ниже заданного 
значения. Если качество данного процесса не 
соответствует исходным требованиям, напри-
мер из-за "провала" при t = 1,5 c, то можно 
рассмотреть второй вариант с привлечением 
дополнительных рекомендаций:
 � раздвинуть ФП входных терм от центра, при 

этом изменив значения ФП выходных терм 
так, чтобы сохранить коэффициенты усиле-
ния на двух участках характеристики НР
Итоговый скорректированный переходной 

процесс приведен на рис. 10, б.

Заключение

Предложенная в данной статье методика 
синтеза параметров нечеткого регулятора, по-
строенная на основе оценки степени устойчи-
вости — одного из наиболее распространенных 
в инженерной практике косвенных показателей 
качества, обеспечивает в нечеткой системе за-
данное быстродействие. При необходимости од-
новременного обеспечения в нечеткой системе 
заданных точностных характеристик удобно ис-
пользовать результаты работы [13], в которой для 
подстройки параметров НР, влияющих на точ-
ность, используются те же инструментальные 
переменные — базисные параметры НЛВ, что и 
для обеспечения требуемого быстродействия.
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Abstract

The article is devoted to solving the problem of analysis and synthesis of a control system with a fuzzy controller (fuzzy con-
trol system) in terms of the degree of stability. As interest in fuzzy control systems grows, various approaches to the study of such 
systems are being developed more and more actively. One of the most actively developing areas is based on the modification of 
methods for assessing the stability regions of nonlinear ACS, however, when solving most practical problems, this knowledge is not 
enough, since the developer needs to provide the required qualitative characteristics of the transient process (and, in particular, 
the control time). Therefore, the synthesis of fuzzy ACS in terms of the degree of stability seems to be quite constructive, since 
it allows quite accurately assessing the performance of a fuzzy ACS. The proposed solution is based on the criterion of absolute 
stability for a system with an approximated nonlinear characteristic of a fuzzy controller, which can be obtained directly on the 
basis of the Sugeno method. The article develops Yakubovich’s circular criterion of absolute stability, modified for a fuzzy control 
system, using a shifted AFC of the linear part. With this approach, it is possible to obtain a completely constructive solution 
to the problem of synthesizing the parameters of a fuzzy controller in the frequency domain. On the example of fuzzy control 
systems with static and astatic linear parts, the features of the application of the developed approach are shown and methods 
for synthesizing the parameters of a fuzzy controller are proposed. The analysis of the influence of individual components of the 
nonlinear transformation on the quality of the transient process is carried out, and on the basis of this a number of practical 
recommendations are given for correcting the fuzzy controller settings that provide the required performance.
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