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Рассматривается проблема синтеза адаптивного наблюдателя переменных состояния линейной нестационарной одно-
канальной динамической системы. Предполагается, что сигнал управления и выходная переменная измеряемы. При этом 
допускается, что матрица состояния объекта управления содержит известные переменные и неизвестные постоянные 
параметры, а матрица (вектор) управления неизвестна. Синтез наблюдателя основан на методе GPEBO (обобщенный 
наблюдатель, основанный на оценке параметров), предложенном в работе [1]. Синтез адаптивного наблюдателя преду-
сматривает предварительную параметризацию исходной системы и преобразование ее к линейной регрессионной модели 
с дальнейшей идентификацией неизвестных параметров. Для идентификации неизвестных постоянных параметров был 
использован классический алгоритм оценки — метод наименьших квадратов с фактором забывания (forgetting factor). Дан-
ный подход хорошо себя зарекомендовал в случаях, когда известный регрессор является "частотно бедным" (т. е. спек-
тральный состав регрессора содержит менее r/2 гармоник, где r — число неизвестных параметров) или не удовлетворяет 
так называемому условию незатухающего возбуждения. Для иллюстрации работоспособности предложенного метода 
в статье представлен пример, в котором рассмотрен нестационарный объект второго порядка с четырьмя неизвест-
ными параметрами. Была проведена параметризация исходной динамической модели и получена линейная статическая 
регрессия, содержащая шесть неизвестных параметров (включая вектор неизвестных начальных условий переменных со-
стояния системы). Синтезирован адаптивный наблюдатель и представлены результаты компьютерного моделирования, 
иллюстрирующие достижение заданной цели. Основным отличием от результатов, опубликованных ранее в работе [2], 
является новое допущение о том, что не только линейная нестационарная система содержит неизвестные параметры 
в матрице состояния, но и матрица (вектор) по управлению содержит неизвестные постоянные коэффициенты.
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Адаптивный наблюдатель переменных состояния
линейной нестационарной системы с частично неизвестными 

параметрами матрицы состояния и вектора входа*

наблюдателей. Стоит отметить, что не всегда 
возможно достаточно точно описать поведение 
объекта с помощью моделей с постоянными па-
раметрами в связи с тем, что параметры могут 
изменяться с течением времени. Это обусловлено 
различными как внутренними, так и внешни-
ми факторами, такими, например, как старение 
и соответствующее ухудшение параметров эле-
ментов системы, воздействие температуры, изме-
нение массогабаритных параметров в процессе 
функционирования. С примерами использова-
ния линейных нестационарных систем примени-
тельно к задачам механики можно ознакомиться, 
например, в работе [3]. Более точно поведение 
сложной динамической системы может быть 
описано с помощью дифференциальных уравне-
ний с нестационарными параметрами, поэтому 
в настоящее время большую актуальность имеют 

Введение

В  задачах управления сложными динамиче-
скими системами получение информации о со-
стоянии системы осуществляется с помощью 
первичных измерительных преобразователей 
(датчиков). При этом не всегда удается разме-
стить набор измерительных средств, который 
позволит измерить весь вектор состояния объ-
екта, поэтому для оценки недоступных прямым 
измерениям переменных состояния использу-
ются наблюдатели. Для случаев, когда объект 
описывается линейной динамической системой 
с постоянными параметрами, в настоящее вре-
мя разработаны эффективные методы синтеза 

*Исследование выполнено за счет гранта Российского на-
учного фонда № 22-21-00499, https://rscf.ru/project/22-21-00499/.
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исследования, направленные на синтез наблюда-
телей для нестационарных систем.

Проблема синтеза наблюдателей для линей-
ных нестационарных систем не является новой, 
однако интерес исследователей к данной пробле-
ме не угасает. Так, например, в статье [4] рассма-
тривается задача синтеза оптимальных эллипсо-
идных наблюдателей и алгоритмов идентифика-
ции, обеспечивающих наилучшие эллипсоидные 
оценки состояния системы и неизвестных па-
раметров. Задачи построения наблюдателей ре-
шаются использованием различных подходов, 
одним из которых является сведение исходной 
математической модели к линейной регрессион-
ной (см., например, работы [2, 5]) с последующей 
идентификацией ее параметров.

Проблема оценки вектора состояния линей-
ной нестационарной системы является актуаль-
ной при синтезе управления, но также имеет 
самостоятельное значение. Например, инфор-
мация, получаемая с наблюдателя, может ис-
пользоваться для построения устройств кон-
троля технического состояния объекта [6—8].

В задачах оценивания вектора состояния 
линейных нестационарных систем с частич-
но неизвестными параметрами обычно рас-
сматриваются динамические системы c раз-
личными допущениями относительно матриц 
с нестационарными параметрами вида
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где x(t), u(t), y(t) — векторы состояния, управ-
ления и выхода соответствующей размерности 
(при этом в различных постановках рассматри-
ваются как системы с одним входом и одним 
выходом (SISO), как, например, в работах [9, 10], 
так и многомерные системы (MIMO), как, на-
пример, в статье [11]); A(t), B(t), Cт(t) — известные 
матрицы с нестационарными коэффициентами 
соответствующей размерности; q — вектор неиз-
вестных параметров; W(t) — матрица известных 
сигналов соответствующей размерности.

В качестве цели ставится задача оценки 
вектора состояния и вектора неизвестных па-
раметров по измерениям u(t), y(t) и W(t).

При отсутствии вектора неизвестных пара-
метров q задача сводится к классической про-
блеме оценки вектора состояния [12], для ко-
торой алгоритм оценки ищется в виде

 � �( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
.

t t t t t t t= + +F G y H ux x

где F(t), G(t), H(t) — соответствующие матрицы.

В настоящее время проблемам синтеза на-
блюдателей для неизвестного вектора состоя-
ния нестационарной системы посвящено до-
статочно большое число работ, при этом вво-
дятся различные предположения и допущения 
относительно матриц описания объекта. Так, 
например, в работе [13] задача синтеза наблю-
дателя решается в предположении, что матри-
ца объекта A(t) представлена в канонической 
форме. В данной работе предлагается развитие 
подхода, предложенного ранее в работе [2], где 
рассматривалась линейная нестационарная 
система с частично неизвестными параметра-
ми. В отличие от полученного в ней резуль-
тата в данной работе выполнено расширение 
на случай, когда матрица (вектор) управления 
содержит неизвестные постоянные параметры.

Постановка задачи

Рассматривается линейная нестационарная 
система с одним входом и одним выходом (SISO) 
вида
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где x(t) ∈ �n — неизмеряемый вектор состояния; 
u(t) ∈ � — известный входной сигнал; y(t) — из-
меряемый выходной сигнал; матрицы A(t), Cт(t) 
являются известными матрицами с нестацио-
нарными параметрами; k и b — векторы соот-
ветствующей размерности. Предполагается, что 
A(t) и C(t) известны и ограничены, а векторы 
k ∈ �n и b ∈ �n постоянны и неизвестны.

На основе этих данных в статье разработан 
адаптивный наблюдатель:
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где ( ) nt χ∈ �c  такой, что все сигналы ограниче-
ны, а также обеспечивается сходимость оценок 
переменных состояния и неизвестных постоян-
ных параметров к их реальным значениям:

 � � �( ) ( ), ( ) , ( ) ,t t t k t= = =x x k b b

для всех 0 ( ), .nn t χ∈ ∈x � �c
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В соответствии со стандартным подходом 
в теории наблюдателей траектории входа и со-
стояния полагаются ограниченными.

Рассмотрим типовые предположения, кото-
рые накладываются на матрицы исходной си-
стемы (см., например, [14—16]).

Предположение 1. Пара матриц A(t) и Cт(t) 
является обнаруживаемой, т. е. существует ма-
трица обратной связи L(t) такая, что система

 т( ) [ ( ) ( ) ( )] ( ),t t t t t= −x A L C x�

является асимптотически устойчивой.
Предположение 2. Фундаментальная матри-

ца автономной системы 0( ) ( ) ( ),t t t=x A x�  где 
т

0( ) ( ) ( ) ( ),t t t t= −A A L C  удовлетворяет условию
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что означает равномерную устойчивость автоном-
ной системы (uniformly stable), см. Теорему 6.4 [16].

Предположение 3. Выполняется условие вида
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являющееся необходимым и достаточным усло-
вием устойчивости типа ограниченный вход—
ограниченное состояние (BIBS — bounded-
input-bounded-state) системы (1) с добавлением 
составляющей –L(t)Cт(t) и при k = 0.

Основной результат

В данной работе на первом шаге решается 
задача параметризации, т. е. сведение задачи 
оценки параметров для исходной динамиче-
ской модели к идентификации параметров для 
линейной статической регрессионной модели. 
Вторым шагом выполняется оценка неизвест-
ных постоянных параметров линейной регрес-
сионной модели, которая, как известно, может 
решаться различными методами в зависимости 
от того, какие условия возбуждения наклады-
ваются на регрессор (см., например, [5, 17, 18]).

Теорема 1. Рассмотрим динамическую си-
стему вида

 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ), (0) ,nt t t t y t ×= + =A L 0�x x x  (3)

 0( ) ( ) ( ) ( ), (0) ,n nt t t y t ×= + =A I 0�h h h  (4)

 0( ) ( ) ( ) ( ), (0) ,n nt t t u t ×= + =A I 0�z z z  (5)

 0( ) ( ) ( ), (0) ,n nt t t ×= =A I�F F F

где A0(t) и L(t) удовлетворяют допущениям 1—3.

Тогда исходная динамическая система (2) 
может быть преобразована к линейной регрес-
сионной модели вида

 ( ) ( ) ,z t t= Y Q  (6)

где функция т( ) ( ) ( ) ( )z t y t t t= − C x  является 
известной, вектор известных функций 

т т т( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]t t t t t t t= −C C CY F h z  и 
т[ ]= k bQ q  — вектор неизвестных параметров.

Доказательство.
Рассмотрим уравнение ошибки вида

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),t t t t t= + + −e k b xx h z  (7)

тогда для производной от ошибки имеем
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Решение дифференциального уравнения 

0( ) ( )t t=e A e�  имеет вид

 ( ) ( ) ,t t=e F q  (8)

где q = e(0) и в случае, если начальные условия 
для динамической системы (3)—(5) выбраны 
нулевыми, то e(0) = –x(0).

Далее, после подстановки (8) в уравнение (7) 
имеем

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .t t t t t− = + −x k bx h z F q  (9)

Домножив слева левую и правую части вы-
ражения (9) на Cт(t), получаем линейную ре-
грессионную модель вида (6).

Если выполняется условие неисчезающего 
возбуждения
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т
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t
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где α1, α2 и δ — положительные константы, то 
для нахождения неизвестных параметров ли-
нейной регрессионной модели можно исполь-
зовать различные подходы, в том числе гради-
ентный алгоритм идентификации [19], метод 
динамического расширения регрессора и сме-
шивания [17, 18] и др.

В данной работе для оценки параметров 
линейной регрессионной модели предлагает-
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ся использовать классический алгоритм оцен-
ки — метод наименьших квадратов с факто-
ром забывания (forgetting factor) [20, 21] вида

 � �т
.

( ) ( )( ( ) ( ) ),t t z t t= γ −FQ Y Y Q

т( ) ( ) ( ) ( ) ( ), если || ( )||
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1
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f
=F I  где I — единичная матрица со-

ответствующей размерности, настраиваемые 
параметры γ > 0, β > 0, f0 l 0, M > 0.

Таким образом, оценку вектора состояния 
динамической системы (2) можно получить из 
соотношения (9) в виде

 � 51 3
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Результаты моделирования

Моделирование проводилось при следую-
щих параметрах системы (2):
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Моделирование проводилось при началь-

ных условиях 
3

(0) .
2
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x  Параметры алгорит-

ма оценки были выбраны следующим образом:

 α = 1000, M = 1012, β = 1, f0 = 0,1, u(t) = sin(t).

На рис. 1 приведены переходные процессы 
оценки неизвестных параметров � � � �= т.[ (0) ]e k bQ  

Рис. 1. Переходные процессы по оценки неизвестных параметров
Fig. 1. Transient processes of estimation of unknown parameters

Рис. 2. Переходный процесс по ошибке 
� –1 1qq
Fig. 2. Transient process of error � –1 1qq

Рис. 3. Переходный процесс по ошибке 
� –2 2qq
Fig. 3. Transient process of error � –2 2qq

Рис. 4. Переходные процесс по ошибке 
� –3 3qq
Fig. 4. Transient process of error � –3 3qq

Рис. 7. Переходной процесс по ошибке 
� –6 6qq
Fig. 7. Transient process of error � –6 6qq

Рис. 6. Переходной процесс по ошибке 
� –5 5qq
Fig. 6. Transient process of error � –5 5qq

Рис. 5. Переходный процесс по ошибке 
� –4 4qq
Fig. 5. Transient process of error � –4 4qq
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На рис. 2—7 приведены результаты моделиро-
вания ошибок оценивания неизвестных пара-
метров � ,i iΘ − Θ  где 6.1,�i =  На рис. 8 и 9 приве-
дены переходные процессы по ошибке оценки 
переменных состояния нестационарной систе-
мы � ,i ix x−  где 2.1,�i =

Результаты моделирования, приведенные 
на рис. 1—9, иллюстрируют работоспособность 
предложенного в работе алгоритма идентифи-
кации переменных состояния линейной неста-
ционарной системы (2) с частично неизвест-
ными параметрами и неизвестной постоянной 
матрицей управления.

Заключение

В статье предложен адаптивный наблюда-
тель состояния линейной нестационарной си-
стемы с частично неизвестными постоянными 
параметрами. Задача решена в предположении, 
что измеряется только выходная переменная, и 
матрицы состояния и управления содержат не-
известные постоянные значения. Результаты 
математического моделирования иллюстрируют 
работоспособность предложенного алгоритма.
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Abstract
In this paper the problem of adaptive state observer synthesis for linear time-varying SISO (single-input-single-output) dynami-

cal system with partially unknown parameters was considered. It is assumed that the input signal and output variable of the system 
are measurable. It is also assumed that the state matrix of the plant contains known variables and unknown constants when the 
input matrix (vector) is unknown. Observer synthesis is based on GPEBO (generalized parameter estimation based observer) method 
proposed in [1]. Observer synthesis provides preliminary parametrization of the initial system and its conversion to a linear regression 
model with further unknown parameters identification. For identification of the unknown constant parameters classical estimation 
algorithm — least squares method with forgetting factor — was used. This approach works well in cases, when the known regressor 
is " frequency poor" (i.e. the regressor spectrum contains r/2 harmonics, where r is a value of the unknown parameters) or does not 
meet PE (persistent excitation) condition. To illustrate performance of the proposed method, an example is provided in this paper.
A time-varying second-order plant with four unknown parameters was considered. Parametrization of the initial dynamical model 
was made. A linear static regression with six unknown parameters (including unknown state initial conditions vector) was obtained. 
An adaptive observer was synthesized and the simulation results were provided to illustrate the purpose reached. The main difference 
with the results, that were published earlier in [2], is the new assumption that not only does the state matrix of the linear time-varying 
system contain unknown parameters, but input matrix (vector) contains unknown constant coefficients.
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