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Об одном подходе к синтезу робастной системы стабилизации 
продольного движения гипотетического самолета

Введение

Современные подходы к синтезу робастно-
го управления включают обширное множество 
методов и подходов, среди которых выделим 
следующие [1, 2]: методы на основе робастных 
критериев устойчивости Михайлова, Найкви-
ста и Цыпкина—Поляка; QFT-методы; мето-
ды μ-синтеза и LMI-методы; методы функций 
Ляпунова; методы на основе интервальных 
критериев устойчивости Липатова—Соколова 
и Харитонова; методы LQ- и L1-оптимизации; 
методы оптимизации в пространствах Харди 
(методы H2- и H∞-синтеза); методы, основан-
ные на принципе глубокой обратной связи и др.

Учитывая сложность синтеза и относитель-
но малую практическую применимость ука-

занных методов, в данной работе для задачи 
стабилизации продольного движения гипоте-
тического летательного аппарата самолетного 
типа предлагается подход, в основу которого 
положен аналитический синтез с использова-
нием декомпозиционного метода модального 
управления в пространстве состояний дина-
мической системы.

Идея этого подхода состоит в следующем. 
Если для заданного объекта управления найти 
в аналитической форме все множество законов 
управления с обратной связью, обеспечива-
ющих заданное множество собственных зна-
чений, то с помощью соответствующей пара-
метризации этого множества можно выделить 
подмножество робастных законов управления 
по отношению к тому или иному фактору.

Для линеаризованной модели четвертого порядка продольного движения летательного аппарата самолетного 
типа с тремя органами управления получены аналитические выражения законов управления, обеспечивающих ро-
бастность по одному из коэффициентов модели объекта управления, имеющего наименьший диапазон разброса значе-
ний. В качестве такого коэффициента рассматривается приращение подъемной силы в зависимости от приращения 
угла атаки и угла наклона траектории. В основу работы положена оригинальная декомпозиция модели объекта 
управления и разработанный на ее основе метод модального синтеза. Поиск робастного управления базируется на 
параметризации множества решений и назначении собственных значений замкнутой системы. Идея этого подхода 
состоит в следующем. Если для заданного объекта управления найти в аналитической форме все множество законов 
управления с обратной связью, обеспечивающих заданное множество собственных значений, то с помощью соот-
ветствующей параметризации этого множества можно выделить подмножество робастных законов управления по 
отношению к тому или иному фактору. В основу получения параметризованного решения задачи синтеза было поло-
жено преобразование подобия для матрицы собственных значений нулевого уровня декомпозиции объекта управления. 
Приведены результаты численного моделирования управления продольным движением летательного аппарата с ис-
пользованием синтезированных аналитических законов. По его результатам оценено влияние коэффициента модели, 
при котором для не робастного аналитического закона управления летательный аппарат в продольном движении 
теряет устойчивость. Отмечено, что робастный закон управления не имеет ограничений по отношению к ошибке 
задания рассматриваемого коэффициента модели, характеризующего приращение подъемной силы летательного ап-
парата в зависимости от приращения угла атаки и угла наклона траектории.
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тическая модель, декомпозиционный метод модального синтеза, система с многими входами и многими выходами
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Математическая модель
продольного движения самолета

Будем рассматривать линеаризованную модель 
летательного аппарата самолетного типа с тремя 
органами управления следующего вида [3]:
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управления (1) в развернутом виде запишется 
следующим образом:
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Считая все компоненты вектора состоя-
ния полностью наблюдаемыми, будем искать 

управление для модели (2) в виде закона об-
ратной связи вида

 u = –Kx, (3)

где K — искомая матрица коэффициентов (ма-
трица регулятора).

Задача размещения полюсов

Воспользуемся декомпозиционным мето-
дом модального синтеза [4, 5], суть которого 
заключается в следующем. Для динамической 
системы (1) рассматривается управление с об-
ратной связью (3), которое обеспечивает требо-
вания на размещение полюсов замкнутой си-
стемы (собственных значений матриц A – BK) 
и включает в себя многоуровневую декомпози-
цию системы с многими входами и многими 
выходами (MIMO-системы) (2). При этом чис-
ло уровней декомпозиции определяется отно-
шением размерности вектора состояния к раз-
мерности вектора управления и округляется 
в большую сторону до целого числа.

Для рассматриваемого случая будем иметь 
два уровня, соответственно: нулевой и первый. 
Для каждого уровня должны быть определены 
матрицы A и B согласно (1) на основании сле-
дующих выражений:

— нулевой (исходный) уровень декомпозиции

 A0 = A, B0 = B; (4)

— первый уровень декомпозиции

 1 0 0 0 1 0 0 0, ,A B A B B B A B⊥ ⊥+ ⊥= =  (5)

где т тnull( )B B⊥ =  — делитель нуля, т. е. матри-
ца, удовлетворяющая следующим условиям [4]:

 ( )0 ;n r rB B⊥
− ×=  (6)

B ⊥+  — псевдообратная матрица Мура—Пенро-
уза, т. е.
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Теорема [4, 5]. Если MIMO-система (4) пол-
ностью управляемая, и матрица r mK ×∈ �  
удовлетворяет формулам

 0 0 0 0 0 1 0 0, ;K K B A F B B K B B− − − ⊥ += = − = +  (7)
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 1 1 1 1 1 ,K B A F B+ += −  (8)

тогда
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где 0 1eig( ), eig( )F F  — собственные значения 
каждого уровня декомпозиции, определяемые 
соответствующими матрицами.

Заметим, что приведенное множество зако-
нов управления задается произволом в выборе 
матриц B ⊥  — делителей нуля и матриц, фор-
мирующих собственные значения у замкнутой 
системы 1, 1,2.iF i− =

лагает определение и вычисление следующих 
матриц:
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Из приведенной теоремы следует, что закон 
управления (3) с матрицей r nK ×∈ � , удовлет-
воряющей соотношениям (7), (8), обеспечивает 
выполнение требования заданного размеще-
ния полюсов и, соответственно, является ре-
зультатом задачи синтеза управления.

Вместе с тем, особенностью линеаризован-
ной модели самолета (2) является наличие па-
раметрической возмущенности коэффициентов 
линеаризации. Проведенные в работе [6] иссле-
дования показали, что коэффициент, характе-
ризующий приращение подъемной силы в за-
висимости от приращения угла атаки и угла 
наклона траектории, имеет наиболее ограни-
ченный диапазон точности его определения, 
при котором не нарушается устойчивость зам-
кнутой обратной связью динамической системы 
(стабилизируемого движения). Таким образом, 
ставится задача аналитического синтеза ма-
трицы коэффициентов обратной связи в законе 
управления (3), которая обеспечивает робаст-
ность стабилизации продольного движения ЛА 
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Назначением по результатам предваритель-
ного анализа матриц из (7), (8), например, 
в следующем общем виде:
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где
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Осуществим параметризацию решения 
(11)—(13) с использованием преобразования 
подобия [4] для матрицы собственных значе-
ний нулевого уровня декомпозиции F0. В ре-
зультате вместо формулы (11) будем иметь

1
0 0 1 0 0 1 0 0( ) ( ) ,mK TF T B K B B K B A− + ⊥ + ⊥= + − +  (14)

где T — невырожденная квадратная матрица за-
данных размеров. По результатам предваритель-
ных вычислений назначим T в следующем виде:
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Здесь t — параметр, который может прини-
мать любые значения из множества действитель-
ных чисел. Тогда выражение (14) примет вид
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где
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Анализ выражений (17) показывает, что ко-
эффициент a22 входит в параметры закона управ-
ления 22 32,m mk k . Следовательно, чтобы исключить 
прямое присутствие указанного коэффициента 
модели в матрице коэффициентов усиления об-
ратной связи, поступим следующим образом: 
назначим в матрице подобия (15) 32 332 / ,t b b= −  
а мнимую часть комплексно сопряженной пары 

02 03f if±  определим равной 22 33 303 2/2 .a bf b=  
В результате получим матрицу коэффициентов 
обратной связи следующего вида:
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Нетрудно проверить, что данная матрица 
является робастной (даже, скорее, инвариант-
ной) по отношению к коэффициенту a22.

В соответствии с формулами (3), (11)—(13), 
(16)—(18) получим

12

21 22 23 24

31

11 01 11 11 14

32 33 34

11( ) / 0/ /

z

V
a

u k k k k

k

a

k

f b b a

k k

b
Δ⎛ ⎞

⎛ ⎞ ⎜ ⎟Δθ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δω⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠ Δ ⎠

−

⎟
υ⎝

 (19)

для не робастного (обычного) закона управле-
ния и

значим полюса по уровням декомпозиции сле-
дующим образом:

 0

1

0,537 0 0
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0 0,1090 0,65

2,75.

F F
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−
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Предположим, что истинное значение коэф-

фициента a22 отличается от модельного значения 
(для которого мы определили управление (19)). 
Обозначим это значение как *

22.a  В этом случае 
в соответствии с выражением (10) с учетом того, 

( )
( ) ( )
( ) ( )

12

21 23 24

31

11 01 11 11 14 11

32 03 32 23 33 02 22 33 23 32

32 2 33 32 32 02 33 03 22 33 23 32 4

/ / /

/

0

/

m m
р

zm m

a f b b a b

b f a b b f b b b b

a b b f b f b

Va

b b b

u k k k

k k k

Δ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ Δθ⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δω⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠

−

− − −

Δ⎝ ⎠
+ + − υ

 (20)

для робастного закона управления.
Как видно, законы (19) и (20) представляют 

собой аналитические выражения, которые могут 
быть использованы для вычисления конкретных 
сигналов управления. Эти выражения имеют от-
носительно компактный вид и могут быть легко 
реализованы в реальном масштабе времени.

Численное моделирование

Для проверки полученных результатов вос-
пользуемся числовыми значениями матриц ко-
эффициентов следующего вида:
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Согласно выражению (10) с учетом того, что 
ранее было определено 22 33 303 2/2 ,a bf b=  на-

что *
22 33 3203 /2 ,a b bf =  назначим полюса по уров-

ням декомпозиции согласно выражениям
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03
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По результатам моделирования было уста-
новлено, что при значениях *

22,a  равных –0,93, 
и, соответственно, 03 0,10908f = −  замкнутая 
система с обычным законом управления ста-
новится неустойчивой, поскольку ее полюса 
совпадают со следующим множеством:

 eig(A – BK) =
 = {–2,56355; –0,81789; 0,00144; –0,537},

тогда как для робастного закона управления 
имеем

 eig(A – BKр) =
 = {–2,5859; –0,3970 ± 0,7098i; –0,537}.

Соответственно для робастного управления 
матрица коэффициентов обратной связи вы-
глядит следующим образом:

 4
р

0,1169 0,1032 0  22,1992

10 0,000003368 0,001145588 0,00024247 0,00003645 �.

0,00001852667 0,01357317 0,0007477 0,0004041089

K

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − −⎜ ⎟
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Рис. 1
Fig. 1

Рис. 2
Fig. 2
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При этом матрица собственной динамики 
в замкнутом контуре "летательный аппарат — 
система управления" принимает вид

 

p
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.
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Если при моделировании значения *
22a  изме-

нять в другую сторону, то, соответственно, на-
рушение границы устойчивости не наступает.

Для начальных значений вектора состояния
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z zV VΔ Δθ Δω Δυ =

=

Δ Δθ Δ =

−

ω Δυ

−

при истинном значении коэффициента a22, 
при котором не робастный закон управления 
приводит к потере устойчивости продольного 
движения, на рис. 1 представлены графики пе-
реходных процессов по компонентам вектора 
состояния, соответствующие робастному за-
кону. На диаграммах рис. 2 приведены значе-
ния управляющий воздействий.

Заключение

Рассмотрен подход к решению задачи ро-
бастного синтеза на основе оригинального 
метода модального синтеза с многоуровневой 
декомпозицией модели объекта управления, 
позволяющий в аналитическом виде получать 
множество законов управления, обеспечиваю-
щих одно и то же заданное размещение соб-
ственных значений. Поиск робастного закона 
управления основан на параметризации этого 
множества с помощью невырожденного преоб-
разования подобия. Приведенные результаты 
численного моделирования управления про-
дольным движением летательного аппарата 
с использованием синтезированных законов 
подтвердили, что робастный закон управления 
не имеет ограничений по отношению к ошиб-
ке задания коэффициента модели, характери-
зующего приращение подъемной силы лета-
тельного аппарата от приращения угла атаки 
и угла наклона траектории. Эти результаты, 
наряду с ранее опубликованными [7—18], под-
тверждают весьма значительные возможности 
рассматриваемого метода модального синтеза.
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Abstract

For a linearized model of the fourth order of longitudinal motion of an airplane-type aircraft with three controls, 
analytical expressions of control laws are obtained that ensure robustness according to one of the coefficients of the model 
of the control object having the smallest range of values. As such a coefficient, the increment of the lifting force from the 
increment of the angle of attack and the angle of inclination of the trajectory is considered. The work is based on the 
original decomposition of the control object model and the modal synthesis method developed on its basis. The search for 
robust control is based on the parametrization of a set of solutions and the assignment of eigenvalues of a closed system. 
The idea of this approach is as follows. If, for a given control object, we find in an analytical form the entire set of feedback 
control laws that provide a given set of eigenvalues, then with the appropriate parametrization of this set, we can distinguish 
a subset of robust control laws with respect to a particular factor. The basis for obtaining a parameterized solution to the 
synthesis problem is the similarity transformation for the matrix of eigenvalues of the zero level of the decomposition of the 
control object. The results of numerical simulation of the control of the longitudinal motion of the aircraft using synthesized 
analytical laws are presented. Based on its results, the influence of the coefficient of the model is estimated, at which, for a 
non-robust analytical control law, the aircraft loses stability in longitudinal motion. It is noted that the robust control law 
has no restrictions with respect to the error of setting the considered coefficient of the model, which characterizes the incre-
ment of the lifting force of the aircraft from the increment of the angle of attack and the angle of inclination of the trajectory.

Keywords: longitudinal motion, hypothetical aircraft of aircraft type, mathematical model, decompositional method of 
modal synthesis, system with many inputs and many outputs (MIMO-system), robust controlterminal
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