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Алгоритм идентификации параметров синусоидального сигнала 
с экспоненциально затухающей амплитудой

Введение

Задача идентификации параметров синусо-
идальных сигналов для случая стационарных 
амплитуд хорошо изучена, например в работах 
[1—10]. В статьях [3, 4] представлены методы 
идентификации частот сигнала, содержащего 
известное число гармоник. Эти методы обе-
спечивают глобальную асимптотическую схо-
димость настраиваемых параметров к истин-
ным значениям.

В данной работе представлен метод иденти-
фикации параметров синусоидального сигнала 
с экспоненциально затухающей амплитудой. 
Такой сигнал может наблюдаться в широком 
диапазоне природных явлений, таких как рас-
пространение акустических волн, но может так-
же характеризовать поведение искусственных 
систем, возникающее, например, как следствие 
сложного взаимодействия между компонентами 
энергосистем. Оценивание параметров экспо-
ненциально затухающего синусоидального сиг-
нала является актуальной задачей в настоящее 
время, поскольку синусоидальные параметры 
описывают качественное поведение связанной 
системы. Например, колебания с изменяющей-
ся во времени амплитудой в энергосистемах мо-
гут быть предвестником нестабильности из-за 
неисправностей оборудования или других неис-
правностей. В этом контексте точная и быстрая 

идентификация этих колебаний требует значи-
тельных исследований.

Классические методы оценивания частот за-
тухающих синусоидальных сигналов предложе-
ны в работах [10—12]. В работе [13] представлен 
адаптивный алгоритм, основанный на принци-
пе внутренней модели с дискретным временем, 
для идентификации экспоненциально затуха-
ющих синусоидальных сигналов. В работе [14] 
предложен метод оценки параметров затухаю-
щего синусоидального сигнала: частоты, коэф-
фициента затухания, смещения, амплитуды и 
фазы. Схема состоит из двух частей. На первом 
этапе оцениваются частота, коэффициент зату-
хания и смещение. На втором этапе проводят 
оценки амплитуды и фазы: для параметриза-
ции сигнала применяют блоки запаздывания 
и используют метод динамического расшире-
ния и смешения регрессоров для оценивания 
неизвестных параметров регрессионной моде-
ли. Алгоритм оценивания частоты на основе 
скользящего режима был предложен в работе 
[15] для экспоненциально затухающего синусо-
идального сигнала без смещения.

В настоящей работе предложен новый ал-
горитм идентификации частоты и коэффи-
циента затухания синусоидального сигнала 
с экспоненциально затухающей амплитудой. 
В предположении, что частота, амплитуда и 
фаза синусоидального сигнала являются по-
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стоянными и неизвестными параметрами, 
синтезируется алгоритм идентификации, ко-
торый обеспеч  ивает сходимость настроенной 
оценки частоты к истинному значению.

Постановка задачи

Рассмотрим измеряемый сигнал

 ( ) sin( ),ty t Ae t−γ= ω + ϕ  (1)

где A ∈ R — амплитуда; ω ∈ R — частота;
ϕ ∈ R — фаза; γ — коэффициент затухания; A, 
ω, ϕ, γ —неизвестные постоянные параметры.

Требуется синтезировать алгоритм оценива-
ния частоты �ω (t), γ� (t), обеспечивающий вы-
полнение условия

 �lim( ( ) ( )) 0, �lim( ( ) ( )) 0.
t t

t t t t
→∞ →∞

ωω − = γ − =γ�  (2)

Введем следующее
Допущение 1: известны минимальная ча-

стота ω и максимальная частота ,ω  причем 
0 .< ω ω ωm m

Параметризация затухающего
синусоидального сигнала

Рассмотрим задачу построения модели ли-
нейной регрессии с измеряемыми переменны-
ми и вектором постоянных параметров, зави-
сящих от неизвестной частоты ω и коэффици-
ента затухания γ.

Сигнал y(t) может быть представлен как вы-
ходы линейных генераторов [16]:

 т( ) ( );y t t= H x  (3)

 ( ) ( ),t tξ = Γ� x  (4)

где q∈ Rx  — вектор состояния генератора 
с начальным значением x(0); q q×Γ ∈ R  — матри-
ца постоянных коэффициентов; q∈H R  — век-
тор соответствующей размерности.

Построение генератора сигнала y(t)

Выберем в качестве первой координаты век-
тора состояния генератора сам сигнал ξ1 = y. 
Дифференц ируя  ξ1, получим
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Выберем в качестве первой координаты век-
тора состояния генератора производную сину-
соидального сигнала 2 .yξ = �  Дифференцируя 
ξ2, получим
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 (5)

Для векторно-матричной формы (3)—(4) имеем

 1
2 2

2

0 1 1
; ;� .

2 0

⎡ ⎤ξ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ξ − γ−ω − γ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Hx G  (6)

Преобразовав уравнение (4), получим

 ( ) ( ) ( ) (0).tt t t eΓ= ⇒ =�x Gx x x  (7)

Подставля я соотношение (7) в уравнение 
(3), полу чим

 т( ) (0).ty t eΓ= H x  (8)

Рас смотрим запаздывающий сигнал

 т ( ) т( ) (0) (0).t d t dy t d e e eΓ − Γ −Γ− = =H Hx x  (9)

Замечани е 1. Введем ограничения на вы-
бранную величину запаздывания из соотно-
шения (9): 

 .d
π

<
ω

На основе уравнения (7) и (9) получим

 т( ) ( ).dy t d e t−Γ− = H x  (10)

Утверждение 1. Для сигнала y(t – d) спра-
ведливо соотношение
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1 1

2 2 1 1
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cos sin sin
( ).

( sin cos sin)

dy t d e

d d d
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d d
Ѕ

d

Ѕγ

− −

− −

− =

⎡ ⎤ω + γω ω −ω ω
ξ⎢ ⎥

ω + γ ω ω ω − γω ω⎢ ⎥⎣ ⎦

H

Доказательство утверждения 1:
Применим жорданову форму для преобра-

зователя e–Gd.
Вычислим собственные значения матрицы G:
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− λ
− λ = = ⇒
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⇒ λ = −γ + ω λ = −γ − ω
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Для каждого из собственных значений най-
дем собственные векторы. Для числа λ1 = –γ + iω
получим
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i x
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= ⇒⎢ ⎥ ⎢ ⎥−ω − γ −γ − ω ⎣ ⎦⎣ ⎦

γ − ω + =⎧⎪⇒ ⇒⎨
−ω − γ + −γ − ω =⎪⎩

⇒ = ω − γ

Полагая x1 = 1, находим собственный век-
тор т

1 1 1( , :)x y=V

 1 2 1
1

1, , .x y i
i

⎡ ⎤
= ⇒ = −γ + ω ⇒ = ⎢ ⎥−γ + ω⎣ ⎦

V

Аналогично находим собственный вектор 
т

2 2 2( , ,)x y=V  ассоциированный с собствен-
ным значением λ2 = –γ – iω:
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γ + ω + =⎧⎪⇒ ⇒ = − γ + ω⎨
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Полагая x2 = 1, находим собственный век-
тор т

2 2 2( , :)x y=V

 2 2 2
1

1, , .x y i
i

⎡ ⎤
= ⇒ = −γ − ω ⇒ = ⎢ ⎥−γ − ω⎣ ⎦

V

Составим матрицу V из найденных соб-
ственных векторов V1 и V2:
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Зап ишем жорданову форму JΓ для заданной 
матрицы G, используя ф орму
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= ⎢ ⎥− ω − γ⎣ ⎦

J V V

Составим матрицу Гde J  в следующей виде [17]:

 Г
0

.
0

i d
d d

i d

e
e e

e

ω
−γ

− ω

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

J

Вычислим матричную экспоненту :deГ
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ω
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ω − ω−γ
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= = ⎢ ⎥ω − γ − ω − γ⎣ ⎦
⎡ ⎤ − ω − γ −⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ω − γ− ω ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
− ω ω − γ − ω − γ⎢ ⎥⎣ ⎦

− ω − γ −⎡ ⎤
⎢ ⎥− ω + γ⎣ ⎦

JV V

 
Г

1 1

2 2 1 1

2 2 2 .

2
(

2 2
)

d d

i d i d i d i d i d i d

i d i d i d i d i d i d

e e

e e e e e e
i i

e e e e e e
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Ѕ
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Экспоненциальные функции eiωd, e–iωd раз-

ложим по формуле Эйлера:
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Получаем eΓd в виде

Г
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2 2 1 1
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;
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d
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d
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Г

1 1

2 2 1 1

cos sin sin
.

( ) sin cos sin

d de

Ѕ

e

d

Ѕ

d d

d d d

− γ

− −

− −

=

⎡ ⎤ω − γω ω −ω ω
⎢ ⎥

ω + γ ω ω ω + γω ω⎢ ⎥⎣ ⎦
 (12)

Из уравнения (8) и уравнения (12) получим 
соотношение вида

т

1 1

2 2 1 1

( )

cos sin sin
( ),

( ) sin cos sin

dy t d e

d d d
t

Ѕ

Ѕ
d d d

γ

− −

− −

− =

⎡ ⎤ω − γω ω −ω ω
⎢ ⎥

ω + γ ω ω ω + γω ω⎢ ⎥⎣ ⎦

H

x  (13)

что и требовалось доказать.
Аналогично для запаздывающего сигнала 

2d имеем:

2 1 1

( 2 )

[cos 2 sin 2 sin 2 ] ( ).d

y t d

e d d d tγ − −

− =

= ω + γω ω −ω ω x  (14)

Из уравнений (13) и (14) построим следую-
щую матрицу:
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1 1

1 2 1 2

( ) (cos sin ) ( sin )
( ).

( 2 ) (cos 2 sin 2 ) ( sin 2 )

d d

d d

y t d d d e d e
t

y t d d d e d e

− γ − γ

− γ − γ

⎡ ⎤− ω − γω ω −ω ω⎡ ⎤
= ξ⎢ ⎥⎢ ⎥− ω − γω ω −ω ω⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (15)
Алгоритм оценивания 

параметров q модели (25)

Заметим, что модель регрессора (25) не 
удовлетворяет условию незатухающего воз-
буждения. Для решения этой проблемы ис-
пользуется метод, описанный в работе [18].

Следуя процедуре DREM [19], применим 
оператор запаздывания τ к (25) и получим

 1 2 1

1 2 2

( ) ( ) ( )( )
.

( ) ( ) ( )( )

t t tt

t t tt

φ φ θχ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ φ − τ φ − τ θχ − τ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (26)

Умножая уравнение (26) на вектор 
[ ]2 2( ) ( ) ,t tφ − τ −φ  получаем регрессионную 
модель, включающую θ1(t), в следующем виде:

 1 1 1( ) ( ) ( ),t t tΨ = Φ θ  (27)

где 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( );t t t t tΦ = φ − τ φ − φ φ − τ
 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ).t t t t tΨ = φ − τ χ − φ χ − τ

Для оценивания пара-
метра θ1(t) используется 
уравнение
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1 1 11

1 1

.
( ) ( ) (

,

(

)

)

( ) ( )

t K t t

t t

θ = Φ Ψ −

− Φ θ  (28)

где K1 > 0 — любое поло-
жительное число.

Умножая уравнение (26) 
на вектор 1 1( )[ ],( )t tφ − τ −φ  
получаем регрессионную 
модель, включающую θ2(t), 

в следующем виде:

 2 2 2( ) ( ) ( ),t t tΨ = Φ θ  (29)

где 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( );t t t t tΦ = φ − τ φ − φ φ − τ
 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ).t t t t tΨ = φ − τ χ − φ χ − τ

Для оценивания пар аметра θ2(t) использует-
ся у равнение

 � �
22 2 2 22

.
( ) ( )( ( ) ( ) ( )),t K t t t tθ = Φ Ψ − Φ θ  (30)

где K2 > 0 любое положительное число.

Оценивание частоты и коэффициента затухания

Запишем оценки частоты ω и коэффициен-
та затухания γ гармонического сигнала (1) на 

основе �1,2θ  из (28) и (30):

Рассмот рим следующую систему:

 ,=Y Fx  (16)

где 
( )

;
( 2 )

y t d

y t d

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

Y
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d d
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d d e d e

d d e d e

− γ − γ

− γ − γ

⎡ ⎤ω − γω ω −ω ω
= ⎢ ⎥

ω − γω ω −ω ω⎢ ⎥⎣ ⎦
F

Из выражения (16) имеем:

 1 adj( ) det( ) .− = ⇒ =Y YF x F F x  (17)

Умножая уравнение (17) на Hт, получим

 тadj( ) det( ) ( ),y t=H YF F  (18)

1 2 1

1 2 1

( sin 2 ) ( sin )
adj ,

(cos 2 sin 2 ) (cos sin )

d d

d d

d e d e

d d e d d e

− γ − γ

− γ − γ

⎡ ⎤−ω ω ω ω
= ⎢ ⎥

ω − γω ω ω − γω ω⎢ ⎥⎣ ⎦
F  (19)

 
3 3 31 1 1

det cos sin 2 cos 2 sin sin .d d de d d e d d e dγ γ γ= − ω ω + ω ω = − ω
ω ω ω

F  (20)

Из выражений (18)—(20) получим

 

[ ]
1 2 1

1 2 1

1 3

( sin 2 ) ( sin )
1 0

(cos 2 sin 2 ) (cos sin )

( )
sin( ) ( ).

( 2 )

d d

d d

d

d e d e
Ѕ

d d e d d e

y t d
Ѕ e d y t

y t d

− γ − γ

− γ − γ

− γ

⎡ ⎤−ω ω ω ω
⎢ ⎥

ω − γω ω ω − γω ω⎢ ⎥⎣ ⎦
−⎡ ⎤

= −ω ω⎢ ⎥−⎣ ⎦
 (21)

Отсюда получаем

 

1 2

1

1 3

2 sin( ) cos( ) ( )

sin( ) ( 2 )

sin( ) ( ).

d

d

d

e d d y t d

e d y t d

e d y t

− γ

− γ

− γ

−ω ω ω − +

+ ω ω − =

= −ω ω

 (22)

Разделив обе части уравнения (22) на 
1 sin( ),de d− γ−ω ω  имеем

 22 cos( ) ( ) ( 2 ) ( );d de d y t d y t d e y tγ γω − − − =  (23)

 2( 2 ) 2 cos( ) ( ) ( ).d dy t d e d y t d e y tγ γ− = ω − −  (24)

Построим регрессионную модель из уравне-
ния (24) в виде

 ( ) ( ) ,t tχ = f q  (25)
где

 ( ) ( 2 ),t y t dχ = −  

1 2( ) 2 ( ) ( ) [ ( ) ( )]] ,[t y t d y t t t= − − = φ φf  

1
2

2

cos( )
.

d

d

e d

e

γ

γ

⎡ ⎤ θω ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥θ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

q
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� �

�

2 2

2

1
ln ( ), 0;

1
ln , 0,

t
d

d

⎧γ = θ θ <⎪⎪
⎨
⎪γ = υ θ
⎪⎩

l
 (31)

где υ > 0 некоторая малая величина;

 �
�

�
1

2

1 ( )
( ) arccos .

( )

t
t

d t

⎛ ⎞θ⎜ ⎟ω =
⎜ ⎟θ⎝ ⎠

 (32)

Согласно допущению 1 значение функции 
�
1θ  должно удовлетворять неравенству

 � � �1( ) cos ( ) ( ) cos ,t d t t dκ ω θ κ ωm m  (33)

где

 �
� �

�
2 1

1

( ), ( ) 0;
( )

, ( ) 0,

t t
t

t

⎧ −θ θ <⎪κ = ⎨
⎪υ θ⎩ l

 (34)

где υ > 0 — некоторая малая величина.

Математическое моделирование

В данном разделе представлены результаты 
численного моделирования, иллюстрирующие 
эффективность предложенного алгоритма оце-
нивания частоты несмещенного гармониче-
ского сигнала с экспоненциально затухающей 
амплитудой. Моделирование выполнено с ис-
пользованием программной среды MATLAB 
Simulink.

В качестве примера рассмотрим сигнал вида

 0,3( ) sin(5 1).ty t e t−= −  (35)

Приведем значения параметров для пред-
ложенного метода: d = 0,1; K1 = 100; K2 = 100;
τ = 0,1.

На рис. 1, 2 показаны переходные процессы 
для оценки частоты и коэффициента затуха-
ния сигнала (35).

Рассмотрим сигнал

 3( ) 3 sin 4 .
4

ty t e t− π⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (36)

Значения параметров предложенного мето-
да: d = 0,05; K1 = 1000; K2 = 1000; τ = 0,2.

На рис. 3, 4 показаны переходные процессы  
для оценки частоты и коэффициент затухания 
сигнала (36).

Рис.4. График оценки коэффициента затухания �g (t), g = 3
Fig.4. Graph damping factor estimate �g (t), g = 3

Рис. 3. График оценки частоты �w (t), w = 4
Fig. 3. Graph frequency estimation �w (t), w = 4

Рис. 2. График оценки коэффициента затухания �g (t), g = 0,3
Fig. 2. Graph damping factor estimate �g (t), g = 0,3

Рис. 1. График оценки частоты �w (t), w = 5
Fig. 1. Graph frequency estimation �w (t), w = 5
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Как видно из графиков, предложенный ал-
горитм оценивания обеспечивает экспоненци-
альную сходимость к истинными значениями 
оценивания параметров сигнала y(t).

Заключение

В работе предложен алгоритм идентифи-
кации параметров синусоидального сигнала 
с экспоненциально затухающей амплитудой. 
Предложен новый подход для параметризации 
затухающего синусоидального сигнала. Резуль-
таты моделирования подтверждают сходимость 
ошибок оценивания частоты и коэффициента 
затухания к истинным значениям. Для регрес-
соров, не удовлетворяющих условию незату-
хающего возбуждения, был предложен метод, 
который позволяет построить новые модели 
линейной регрессии и обеспечить для них вы-
полнение необходимых условий экспоненци-
альной сходимости. В дальнейшем планируется 
расширить область применения алгоритма на 
случай мультисинусоидальных сигналов с экс-
поненциально затухающими амплитудами.
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Abstract

The paper proposes a new method for estimating the parameters of an unbiased sinusoidal signal with the exponentially 
damping amplitude: frequency, damping coefficient. A sinusoidal signal with exponentially damping amplitude is an im-
portant class that can be observed in a wide range of natural phenomena, such as the propagation of acoustic waves, and 
can also characterize the behavior of artificial systems, arising, for example, as a result of complex interactions between 
the components of power systems, therefore the task of estimating parameters is sinusoidal. signal with exponentially decay-
ing amplitude is relevant at the present time. It is assumed that the phase, frequency, damping factor and amplitude of a 
sinusoidal signal with exponentially decaying amplitude are unknown functions of time. In the present work, a new method 
is proposed for parameterizing a sinusoidal signal with exponentially decaying amplitude. First, a sinusoidal signal with 
exponentially decaying amplitude is presented as the output of a linear generator, the parameters of the decaying sinusoidal 
signal (amplitude, phase, damping factor and frequency) are unknown. Then the Jordan form of the matrix and the delay 
are applied to transform the measured signal, then a linear regression model is obtained, which depends on the frequency 
and the attenuation coefficient. At the last stage, unknown parameters (frequency, attenuation coefficient) are calculated 
from the obtained linear regression model. Numerical modeling demonstrates the effectiveness of the proposed methodology.

Keywords: sinusoidal signal, identification, Jordan form of the matrix, frequency, damping factor, linear regression 
model
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