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Разработка метода формирования программных сигналов
для исполнительных электроприводов манипуляторов

с избыточными степенями подвижности. Часть I*

Введение

В  настоящее время применение многосте-
пенных манипуляторов (ММ) для выполнения 
различных технологических операций (ТО) 
в автоматическом режиме часто существенно 
осложняется тем, что даже при перемещении 
их рабочих инструментов (РИ) внутри рабочей 
области отдельные степени подвижности мо-
гут выходить на конструктивные ограничения. 
Если это происходит, то контроллер немедлен-
но останавливает ММ с соответствующим со-
общением об ошибке. Кроме того, этот же ММ 
может войти в одно из особых (вырожденных) 
положений, характеризуемых неоднозначно-
стью в решении обратной задачи кинематики 
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(ОЗК). В результате при продолжении движе-
ния РИ по пространственным траекториям 
в соответствующих степенях подвижности 
ММ могут возникать неожиданные реверсы, 
приводящие к уменьшению скорости движе-
ния РИ, столкновениям с объектами работ, 
к поломке инструментов и иным аварийным 
ситуациям. Кроме того, при работе с протя-
женными объектами часть траектории, по ко-
торой должен пройти РИ, может находиться 
вне рабочей области ММ, что потребует допол-
нительной переустановки этих объектов.

Если траектории движения РИ ММ форми-
руются не во время его перемещения, то для 
традиционного исключения описанных не-
гативных ситуаций требуется предварительно 
проводить многочисленные и трудоемкие те-
стовые испытания и вручную вносить коррек-
тивы в заранее спланированные траектории, 
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в том числе и тогда, когда в обрабатываемых 
деталях во время их закрепления возникают 
непредвиденные деформации [1, 2].

Для расширения рабочей области ММ можно 
обеспечивать его дополнительной линейной сте-
пенью подвижности в горизонтальной плоскости 
[3], получив новое решение ОЗК для конкретного 
многозвенника [4]. Подобная задача была решена 
для манипулятора, установленного на подвод ном 
аппарате [5, 6], но только для его работы в перед-
ней полусфере аппарата, что накладывало допол-
нительные ограничения на соответствующие сте-
пени подвижности манипулятора. В результате, 
используя известное решение ОЗК [7] и форми-
руя линейное смещение аппарата вблизи объекта 
работ, удавалось быстро вычислять обобщенные 
координаты многозвенного манипулятора в за-
данных диапазонах и значительно расширять его 
рабочую область.

Однако для ММ требования к диапазонам 
изменения его обобщенных координат (включая 
избыточную) значительно расширяются и не 
ограничиваются только одной полусферой. Кро-
ме того, для ММ возможны различные вариан-
ты поворота его степеней подвижности (конфи-
гурации [8]), при которых РИ находится в одном 
и том же положении с одной и той же ориента-
цией. Все это требует нового решения ОЗК.

Другие известные методы решения ОЗК для 
ММ с избыточной степенью подвижности [9—14]
также обладают рядом существенных недостат-
ков. В частности, в работе [9] использован ана-
литический подход для решения ОЗК для се-
мистепенного манипулятора, который позволя-
ет исключать вход всех степеней подвижности 
в ограничения, но не исключает появления не-
ожиданных реверсов в отдельных степенях под-
вижности. В работах [10—12] представлены ме-
тоды итерационного численного решения ОЗК 
для кинематически избыточных манипуляторов, 
а также рассмотрена их реализация для семисте-
пенных ММ. Применение этих методов позволяет 
однозначно определять текущие конфигурации 
ММ, одновременно исключая их вход в особые 
положения, а также вход РИ на границу рабочей 
области. Рассмотрен и метод введения дополни-
тельных индикаторных функций, исключающий 
вход всех обобщенных координат и скоростей 
ММ в ограничения. Но общим недостатком этих 
методов является необходимость трудоемкого 
периодического расчета псевдообратных матриц 
Якоби. В работе [13] представлен метод однознач-
ного решения ОЗК на примере шестистепенных 

ММ с возможностью его расширения и для кине-
матически избыточных ММ с помощью нейрон-
ных сетей, а в работе [14] — модификация этого 
метода, в которой дополнительно используются 
генетические алгоритмы для улучшения точно-
сти получаемых решений. Общим недостатком 
этих методов является необходимость одновре-
менной параллельной работы трех нейронных 
сетей с последующим выбором наилучшего по-
лучаемого с их помощью результата. Реализация 
этих методов требует использования мощных вы-
числительных средств.

Таким образом, проведенный обзор извест-
ных источников показал, что эффективных 
решений ОЗК для кинематически избыточных 
типовых ММ с учетом ограничений их степе-
ней подвижности и исключения возможных 
реверсов еще не получено.

1. Постановка задачи

Целью данной работы является создание 
нового метода автоматического перемещения 
РИ ММ по произвольным пространственным 
траекториям без снижения динамической точ-
ности управления за счет исключения выхо-
да их степеней подвижности на ограничения 
и в особые положения, а РИ — на границы 
рабочей области за счет использования избы-
точной степени подвижности ММ при подходе 
к указанным нежелательным положениям. Эта 
задача решается для ММ с кинематической 
схемой типа PUMA, когда траектории движе-
ния их РИ заранее неизвестны. Этот же подход 
может быть использован и для манипуляторов 
с другими кинематическими схемами.

2. Особенности решения обратной задачи 
кинематики для манипуляторов типа PUMA

Перед решением поставленной общей зада-
чи вначале решается ОЗК для ММ в связан-
ной с его основанием системе координат (СК) 
и рассматривается метод формирования про-
граммного сигнала управления для избыточ-
ной степени подвижности, перемещающей его 
основание в абсолютной СК.

На рис. 1 показана кинематическая схема 
ММ типа PUMA, установленного на подвиж-
ном горизонтальном основании. На рис. 1 вве-
дены следующие обозначения: Oxyz — абсо-
лютная СК; O ′x′y′z′ — связанная с подвижным 
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основанием ММ СК, расположенная в точке O ′; 
qi — обобщенная координата i-й степени под-
вижности ММ ( 1,6);i =  ei — единичные векто-
ры, совпадающие с осями шарниров i-х степе-
ней подвижности ММ ( 1,6);i =    т[ ]x y za a a′ ′ ′ ′=a  
и   т[ ]x y zb b b′ ′ ′ ′=b  — единичные векторы, распо-
ложенные в плоскости схвата и определяющие 
его ориентацию в СК O ′x′y′z′;   т[ ]x y zR R R′ ′ ′ ′=R  
и   т[ ]x y zr r r′ ′ ′ ′=r  — соответственно векторы по-
ложения характерной точки оси пятого шар-
нира и рабочей точки инструмента (РТИ) ММ 
в СК O ′x′y′z′; R′ и r ′ — точки, совпадающие 
с концами векторов R′ и r′, соответственно; 

( ; ; )x y zW W W W′ ′ ′ ′  — координаты характерной 
точки оси третьего шарнира в СК O ′x′y′z′; Lj — 
длина j-го звена ММ ( 1,3);j =  L4 — расстояние 
между точками R′ и r′; q7 — сме-
щение СК O′x′y′z′ вдоль оси Ox.

СК Oxyz и O ′x′y′z′ совпадают, 
если q7 = 0, иначе их оси всегда 
остаются параллельными. При 
этом ось Oz всегда направле-
на вертикально вверх, а ось Оy 
дополняет Ox и Oz до правой 
тройки СК.

На обобщенные координа-
ты qi накладываются следую-
щие ограничения:

 min max ( 1,7),i i iq q q i =m m  (1)

где qimin и qimax — соответствен-
но, минимальное и макси-
мальное значения координаты 
qi ММ. Для ММ на рис. 1 при-
нимается qimin = –π и qimax =
= π ( 1,6).i =

Отсчет координат qi ( 1,7)i =  начинается из 
представленного на рис. 1 положения ММ. Для 
поворотных степеней подвижности движение 
по часовой стрелке считается отрицательным, 
а против — положительным. Направление 
вращения определяется относительно соответ-
ствующих векторов ei, если взгляд направлен 
от стрелки вектора к его основанию.

Для представленного ММ уже известны 
аналитические методы решения ОЗК [8, 15]. 
Однако они имеют большую вычислительную 
сложность, и их реализация на маломощных 
вычислительных устройствах затруднена.

Для ММ (рис. 1) решение ОЗК удобно раз-
делить на две части [7, 16] — отдельно для пе-
реносных q1, q2, q3 и ориентирующих q4, q5, q6 
степеней подвижности. Для переносных степе-
ней это решение выполняется по алгоритму, 
описанному в работе [16], но с некоторыми до-
полнительными изменениями, учитывающи-
ми различные возможные конфигурации ММ.

Выражения для определения q1, q2, q3 с ис-
пользованием координат точки R ′ ММ в СК 
O ′x′y′z′ можно получить с помощью построе-
ний, представленных на рис. 2, а и 2, б. Коор-
динаты этой точки определяются координата-
ми точки r ′, величиной L4 и пространствен-
ной ориентацией вектора a′ (см. рис. 1). Из 
рис. 2, а, б видно, что одно и то же располо-
жение точки R ′ в СК O ′x′y′z′ может быть обес-
печено различными значениями обобщенных 
координат q1 (q1,1 или q1,2), q2 (q2,1 или q2,2) и q3 

Рис. 1. Кинематическая схема шестистепенного ММ типа 
PUMA, установленного на подвижном основании
Fig. 1. Kinematic scheme of six-degrees of freedom MM of PUMA 
type installed on movable base

Рис. 2. Неоднозначное задание переносных степеней подвижности ММ при:
а — k1 = 0; б — k1 = ±1
Fig. 2. Ambiguous setting of portable degrees of freedom of the MM at:
а — k1 = 0; б — k1 = ±1
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(q3,1 или q3,2). Это неоднозначное решение ОЗК 
должно быть учтено при формировании соот-
ветствующих координат ММ.

Из рис. 2, а видно, что 1,1 arctg / ),( x yR Rq − ′ ′=  
где 4,x x xR r a L′ ′ ′= −  4y y yR r a L′ ′ ′= −  [7]. Но это 
выражение дает однозначное решение для 
формирования координаты q1 только в диапа-
зоне (-π/2; π/2). Для диапазона [-π; π] указан-
ное выражение удобно переписать через функ-
цию atan2( , )x yR R′ ′  [8], которая обеспечивает 
вычисление значения arctg( / )x yR R′ ′  с учетом 
принадлежности аргумента соответствующему 
квадранту.

Если учесть два возможных значения q1 (q1,1 
или q1,2), отличающихся на угол π (рис. 2, а и 
2, б), при которых за счет изменения q2, q3 точ-
ка R ′ будет иметь одно и то же положение в СК 
O ′x′y′z′, то окончательно без введения дополни-
тельных логических условий можно записать

 11 ata , ,n2( )x yR R kq ′ ′ + π= −  (2)

где k1 — параметр, определяющий выбор одной 
из двух возможных конфигураций ММ (k1 ра-
вен 0 или 1, если atan2( , ) 0,x yR R′ ′ l  иначе –1). 
Выбор значения этого и других параметров, 
определяющих конфигурацию ММ, проводит-
ся автоматически и будет рассмотрен ниже.

С помощью выражения (2) можно рассчи-
тать углы q1,1 (для k1 = 0) и q1,2 (для k1 = ±1), 
причем разворот на угол π должен осущест-
вляться в ту сторону, для которой q1 не вы-
ходит из диапазона [-π; π]. Поэтому знак q1,2 
должен быть противоположен знаку рассчи-
танного выше q1,1.

При определении обобщенных координат 
q2 и q3 рассматриваются все возможные кон-
фигурации ММ, учитывающие различное рас-
положение характерной точки W ′ (см. рис. 1) 
оси третьего шарнира ММ (см. различное рас-
положение точек 1W ′  и 2W ′  на рис. 2, а и 2, б, 
которым соответствуют различные пары углов 
q2,1, q3,1 и q2,2, q3,2).

Значение q3 можно определить через
arctg(s3/c3), где si = sinqi, ci = cosqi, но лучше для 
этого также использовать функцию atan2(•) и 
записать [16]

 q3 = atan2(s3, c3). (3)

Для определения с3 можно использовать 
любой из равных треугольников (все их сторо-
ны равны) 1P W R′ ′ ′  или 2P W R′ ′ ′  (для q1 = q1,1 на 
рис. 2, а), где P ′(0; 0; L1) — координаты харак-
терной точки оси второго шарнира в СК O ′x′y′z′. 

Используя теорему косинусов для этих тре-
угольников: 2 2 2

2 3 2 32 cosd L L L L= + − δ  (cosδ = 
= cos(π – q3,1) = cos(π + q3,2) = –c3, δ — угол 
между вторым и третьим звеньями ММ, смеж-
ный противоположным по знаку углам q3,1 и 
q3,2 (q3,1 = –q3,2) при его различных (рис. 2, а) 
конфигурациях), а также тот факт, что дли-

на стороны P ′R ′ 2 2 2
1( ) ,x y zd R R R L′ ′ ′= + + −

а 4z z zR r a L′ ′ ′= −  [7], можно записать

 2 2 2
3 2 3 2 3( )/(2 ).c d L L L L= − −  (4)

Выражение для определения s3 имеет вид:

 2
3 2 31 ,s k c= −  (5)

где k2 = ±1 — параметр, определяющий выбор 
знака s3 для соответствующей ему одной (из двух) 
конфигураций ММ (рис. 2, а). Подставив выра-
жения (4) и (5) в (3), можно однозначно опре-
делить возможные значения q3,1 (для k2 = –1) и
q3,2 (для k2 = 1).

Несложно показать, что если q1 = q1,2 
(рис. 2, б), то выражения (3)—(5) полностью 
сохраняются и при таком повороте ММ вокруг 
вертикальной оси.

Возможные значения угла q2 ММ (см. q2,1 
и q2,2 на рис. 2, а и 2, б) можно определить по 
выражению [16]

 q2 = α – β, (6)

где α — угол между горизонтальной плоско-
стью, проходящей через точку P ′, и прямой 
P ′R ′, равный α1 для k1 = 0 или α2 для k1 = ±1; 
β — угол между вторым звеном ММ и пря-
мой P ′R ′ (его знак совпадает со знаком q3); 

1( ; ; )1 x yP R R L′ ′ ′  — координаты проекции точки 
R ′ на горизонтальную плоскость, проходящую 
через точку P ′, в СК O ′x′y′z′.

Аналитические выражения для определе-
ния углов α и β в равенстве (6) могут быть по-
лучены с помощью построений, представлен-
ных на рис. 2, а и 2, б.

Из треугольника 1P P R′ ′ ′  видно, что при q1 = q1,1 
(рис. 2, а)

 2 2
1 1 1 1tg / ( )/ .z x yP R P P R L R R′ ′ ′ ′ ′ ′ ′α = = − +

Выразив из этого равенства α1 и используя 
функцию atan2(•), для обеих представленных 
на рис. 2, а конфигураций ММ можно записать

 2 2
1 1atan2( , ),z x yR L R R′ ′ ′α = − +  (7)
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а при q1 = q1,2 (рис. 2, б) угол α равен

 α2 = π – α1. (8)

Угол β можно определить из равных треу-
гольников 2,1P P R′ ′ ′  или 2,2P P R′ ′ ′  (рис. 2, а), где 

2,1P ′  и 2,2P ′  — точки пересечения перпенди-
куляров, опущенных из точки R ′ на прямые 

1P W′ ′  и 2,P W′ ′  соответственно. Для треуголь-
ника 2,1P P R′ ′ ′  справедливо равенство

 
2,1 1 1 2,1

3 3,1 2 3 3,1

/( )

( sin )/( cos ).

tg P R P W W P

L q L L q

′ ′ ′ ′ ′ ′β = + =

= +

Поскольку q3,1 = -q3,2, можно определить 
значение и знак

 β = atan2(L3s3, L2 + L3c3). (9)

С учетом величин и знаков α1 (или α2)
(7)—(8) и β (9) можно однозначно определить 
обобщенную координату q2 (6).

В целях последующего уменьшения вычис-
лительной сложности определения координат 
q2 и q3 для всех возможных конфигураций ММ 
можно учесть их взаимосвязи. В частности, из 
рис. 2, а и 2, б следует, что углы q2,1, q2,2, q3,1, q3,2 
равны, соответственно, π – q2,2, π – q2,1, q3,2, q3,1.

Для расчета остальных обобщенных коор-
динат q4, q5, q6 рассматриваемого ММ с учетом 
расширенных диапазонов их изменений в ка-
честве исходных были использованы выраже-
ния, ранее полученные в работе [7]:

 4 1 1 5arccos(( )/ );x yq a c a s s′ ′= − −  (10)

 5 1 23 1 23 23arccos( );x y zq a s c a c c a s′ ′ ′= − + +  (11)

 1 23 4 1 46

1 23 4 1 4 23 4

arccos( ( )

( ) ( )),
x

y z

q b s s c c s

b c s c s s b c c

′= + +
′ ′+ − + +

 (12)

где s23 = sin(q2 + q3), c23 = cos(q2 + q3).
Выражения (10)—(12) справедливы при од-

нозначном решении ОЗК для рассматриваемо-
го ММ, только когда изменения q4, q5, q6 про-
исходят в диапазонах [0; π]. Поэтому следует 
модифицировать эти выражения так, чтобы 
они учитывали диапазоны [–π; π].

При определении координаты q5 (11), зави-
сящей только от q1, q2, q3, следует учитывать 
две различные конфигурации ММ, при кото-
рых q5 принимает значения с противополож-
ными знаками, а требуемая ориентация векто-
ра a′ (см. рис. 1) обеспечивается за счет различ-
ных поворотов q4. С учетом этого выражение 
(11) следует переписать в виде

 5 3 1 23 1 23 23arccos( ),x y zq k a s c a c c a s′ ′ ′= − + +  (13)

где k3 — параметр, равный ±1 и определяю-
щий текущую конфигурацию ММ, связанную 
с различными знаками q5.

Поскольку с учетом выражения (10) можно 
определить только модуль координаты q4, то 
для определения ее знака следует получить ло-
гические условия, учитывающие постоянное 
совпадение векторов e6 и а′. Для получения 
этих условий необходимо учитывать, что при 
изменении q4 в противоположных направле-
ниях вращения и при фиксированных значе-

ниях q1, q2, q3 (2)—(9) и q5 (13) 
наблюдается различный за-
кон изменения (уменьшение 
или увеличение) проекции 
вектора e6 на ось O ′z′.

На рис. 3, а и 3, б показаны 
два варианта расположения 
звеньев ММ, анализ которых 
позволяет определить знак q4. 
Для упрощения пояснений на 
этих рисунках принято, что
q1 = 0. Поэтому первые три 
звена ММ располагаются 
в плоскости O ′y′z′, а углы q2 
и q3 различны, но такие, при 
которых оба рисунка симме-
тричны относительно пло-
скости O ′x′z′. На указанных 

Рис. 3. Определение знака q4 при:
а — |q2 + q3| < π/2; б — |q2 + q3| > π/2
Fig. 3. Definition of q4 sign at:
а — |q2 + q3| < π/2; б — |q2 + q3| > π/2
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рисунках векторы e4 и e6 не совпадают, по-
скольку углы q5 ≠ 0. Поэтому при изменении q4 
и q5 = const точка r ′ перемещается по окруж-
ности p.

Если вектор e5 лежит в плоскости O ′y′z′, то 
принимается, что q4 = 0, и тогда вектор e6 рас-
полагается в плоскости, в которой также ле-
жит вектор e4 и которая перпендикулярна век-
тору e5. В этом случае в зависимости от знака 
q5 ≠ 0 векторы e6 на обоих рисунках займут 
положения R ′А′ или R ′B ′, а их проекции на оси 
O ′z′ будут равны s23c5 [7]. При этом положения 
R ′А′ будут соответствовать q5 > 0, а положения 
R ′В ′ — q5 < 0. Расположение последнего зве-
на ММ, показанное на рис. 3, а, может соот-
ветствовать двум различным парам значений 
углов q4 и q5 (в типовых диапазонах [-π; π]), на-
пример, соответственно: π/4 и π/6, -3π/4 и –π/6, 
а на рис. 3, б — также двум различным парам 
этих углов: –π/4 и π/6, 3π/4 и –π/6.

На рис. 3, а и 3, б для векторов a′ и e6 выпол-
няется условие 23 5.z sa c′ >  Из рис. 3, а следует, 
что, если |q2 + q3| < π/2 и q5 > 0, то при переме-
щении РТИ из положения R ′А′ в положение r ′ 
по окружности p q4 > 0, а если q5 < 0, то q4 < 0.
Если |q2 + q3| > π/2 и q5 > 0 (см. рис. 3, б), то
q4 < 0, а если q5 < 0, то q4 > 0.

Несложно показать, что если az < s23c5 (эти 
конфигурации ММ на рис. 3, а и 3, б не по-
казаны), то в перечисленных ситуациях знак 
q4 должен быть просто изменен на противопо-
ложный, т. е. q4 > 0, если

1) q5 > 0, za′  > s23c5, |q2 + q3| < π/2;

2) q5 < 0, za′  < s23c5, |q2 + q3| < π/2;

3) q5 > 0, za′  < s23c5, |q2 + q3| > π/2;

4) q5 < 0, za′  > s23c5, |q2 + q3| > π/2.

В представленных условиях не учитывается 
случай, когда третье звено ММ может быть па-
раллельно оси O ′z′ (|q2 + q3| = π/2 и 23 5za s c′ = ).
При появлении этого положения необходи-
мо сохранять прежний знак q4 до очередной 
смены знака. Поэтому для любых возможных 
конфигураций ММ с учетом выражения (10) 
в общем виде можно записать

 4 3 4 5 1 1 5sign( ) arccos(( )/ ),x yq k k k a c a s s′ ′= − −  (14)

где signx = 1, если x l 0, иначе –1 [8]; 

4 23 5,zk a s c′= −  k5 = π/2 – |q2 + q3|.

Для выполнения условия q5 ≠ 0 в выражении 
(14) синтезируемая система управления ММ 
исключает полное обнуление координаты q5. 
Знак координаты q6 (12) определяется по вза-
имному расположению векторов g = [γx γy γz]

т =
= e5 Ѕ b′ и a′ [7]. Если эти векторы совпадают, 
то угол q6 положителен или равен нулю, ина-
че — отрицателен. При совпадении векторов g 
и a′ их скалярное произведение удовлетворяет 
неравенству 6 0,x x y y z zk a a a′ ′ ′= γ + γ + γ l  иначе 
оно отрицательно, здесь

 1 4 1 23 4 23 4( ) ( );x z yb s s c s c b c c′ ′γ = − −

 1 4 1 23 4 23 4( ) ( );y z xb c s s s c b c c′ ′γ = − + +

 1 4 1 23 4 1 4 1 23 4( ) ( )z y xb c s s s c b s s c s c′ ′γ = + − −  [7].

В результате выражение (12) с учетом знака 
можно переписать в виде

 1 23 4 1 46 6

1 23 4 1 4 23 4

sign( ) arccos( ( )

( ) ( )).
x

y z

q k b s s c c s

b c s c s s b c c

′= + +
′ ′+ − + +

 (15)

После получения выражений для расчета 
всех обобщенных координат q1, ..., q6 (см. (2)—
(9) и (13)—(15)), учитывающих все возможные 
конфигурации ММ, требуется выбрать одну из 
них, для которой при переходе ММ из свое-
го начального положения в конечное этот ММ 
будет максимально удален от своих особых по-
ложений (о них будет сказано ниже), а его сте-
пени подвижности — от своих ограничений.

Общая вычислительная сложность пред-
ложенного метода решения ОЗК для ММ со-
ставляет 27 операций сложения, 47 операций 
умножения (деления) и 21 операцию вычис-
ления стандартных функций. Это меньше по 
сравнению с другими известными методами 
[8, 15], для которых эти значения составляют, 
соответственно: операций сложения — 34 и 35, 
умножения (деления) — 84 и 52, а также вы-
числения стандартных функций — 21 и 22, и 
при наличии современных процессоров позво-
ляет реализовывать управление ММ в реаль-
ном времени.

Как уже отмечалось ранее, при решении 
ОЗК указанного ММ необходимо учитывать и 
его четыре особых положения (рис. 4) [17], в ко-
торых возникает неоднозначное решение ОЗК и 
поэтому появляются заранее непредсказуемые 
реверсы в некоторых степенях подвижности.

В первом особом положении (рис. 4, а) про-
екция точки R ′ на плоскость O ′x′y′ совпадает 
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с началом координат. В этом положении воз-
можно множество различных значений угла q1, 
которым будут соответствовать различные q4, 
q5, q6. Во втором особом положении (рис. 4, б) 
начало координат, а также точки R ′ и r ′ лежат 
на одной вертикальной прямой, и возможно 
существование множества пар q1 и q6. В третьем 
(рис. 4, в) — на одной вертикальной прямой 
лежат начало координат и точки W ′, R ′, а ко-
ординаты q1 и q4 однозначно не определены. 
В четвертом особом положении (рис. 4, г) на 
одной прямой лежат последние звенья ММ,
q5 = 0, а координаты q4 и q6 не определены. 
Кроме того, при работе с крупными объекта-
ми возможен выход РИ, сохраняющих задан-
ные пространственные ориентации, на грани-
цу рабочей области ММ, где продолжение ТО 
оказывается невозможным.

Но появление описанных выше особых поло-
жений и входов в ограничения ММ можно ис-
ключить при введении дополнительной (избы-
точной) линейной степени подвижности q7 (см. 
рис. 1) [5, 6]. Особенности работы ММ с этой 
избыточной степенью подвижности подробно 
будут рассмотрены во второй части статьи.
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Abstract

The solution of task of maintaining the dynamic accuracy of control of working tools of multilink manipulators (MM) 
when they move along arbitrary spatial trajectories is presented in this paper. In this case, constructive restrictions in all 
degrees of freedom (DoF) of manipulators and special cases of location of their links are taken into account. These special 
(singular) positions are characterized by ambiguity in solving inverse kinematics problem of these MM. Maintaining of 
control accuracy is proposed to be ensured by excluding the enter of all DoFs of manipulators to the restrictions, as well as 
excluding the enter of their working tools to the boundaries of the working area. This is accomplished by using a redundant 
DoF when approaching these undesirable positions. In the first part of the article, the features of the new solution of the 
inverse kinematics problem are considered and singular positions for 6-DoF manipulators with PUMA kinematic schemes 
are described. The presented solution of the inverse kinematics problem takes into account various combinations of genera-
lized coordinates of the MM, which ensure the movement of their working tools to the specified positions with the required 
spatial orientation. This solution has low computational complexity compared to other known methods. This allows the use 
of low-power microprocessor computers to control the MM. The results of the performed mathematical simulation confirmed 
the high efficiency of using the proposed approach to the contour control of the MM.

Keywords: multilink manipulator, redundant degree of freedom, restrictions, singular positions, inverse kinematics, 
dynamic accuracy
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