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Синтез адаптивных наблюдателей по выходу для линейных 
нестационарных систем с полиномиальными параметрами

Введение

Синтез наблюдателей переменных состояния 
сохраняет свою актуальность, поскольку способ 
управления по состоянию является самым на-
дежным в смысле обеспечения заданных пока-
зателей качества. Методов построения наблю-
дателей состояния существует огромное число, 
и наиболее интересны те из них, которые эф-
фективны для параметрически неопределенных 
объектов. Следует отметить, что существуют 
косвенные методы решения задачи стабилиза-
ции по выходу (т. е. без измерения вектора пе-
ременных состояния), не предусматривающие 
прямого синтеза наблюдателя в контуре обрат-
ной связи (см., например, [1]). Однако эти мето-
ды, как правило, носят частный характер, т. е. 
предусматривают решение задачи синтеза регу-
ляторов для частной структуры математической 
модели объекта управления.

В статьях [2—4] предложена идея сведения 
модели динамических систем к линейной ре-
грессионной модели, хорошо известной в те-
ории идентификации (см., например, [5]). 
Аналогичная идея, т. е. представление дина-
мической системы в форме линейной регрес-
сионной модели, будет представлена в рамках 
данной статьи. Однако важным отличием от 
работ [2—4] является рассмотрение математи-
ческих моделей, содержащих неизвестные не-

стационарные параметры. В недавней статье 
[6] был предложен алгоритм синтеза наблюда-
телей для линейной нестационарной системы, 
математическая модель которой содержит не-
известные нестационарные параметры (пере-
менные коэффициенты). Однако в работе [6] 
относительно неизвестных нестационарных 
параметров было выдвинуто допущение о том, 
что параметр представляет собой произведе-
ние неизвестного постоянного коэффициента 
на измеряемую функцию времени.

Близкая задача для линейных нестационар-
ных объектов была опубликована в работах 
[7—9]. В статьях [7, 8] задача синтеза наблюдате-
ля переменных состояния не рассматривалась, 
а параметры изменяются во времени по линейно-
му закону с постоянной скоростью на конечных 
интервалах времени. В работе [9] была решена 
задача синтеза наблюдателя для нестационарной 
системы с полиномиальными параметрами про-
извольной степени, однако для ограниченного 
класса систем. Также следует отметить, что ре-
шение, представленное в работе [9], не примени-
мо для актуальных практических приложений. 
В этой статье будет представлена более сложная 
постановка задачи, предполагающая наличие 
полиномиальных параметров произвольной сте-
пени, являющихся коэффициентами как изме-
ряемых сигналов, так и недоступных для изме-
рения переменных состояния.

Рассматривается задача синтеза наблюдателя переменных состояния для линейного нестационарного объекта 
управления. Для решения этой задачи вводится ряд реалистичных допущений, предполагающих, что параметры объ-
екта являются полиномиальными функциями времени с неизвестными коэффициентами. Задача синтеза наблюдателя 
решается в классе идентификационных методов, предусматривающих преобразование исходной линейной динамической 
математической модели объекта к линейной статической регрессии, в которой вместо неизвестных постоянных па-
раметров присутствуют переменные состояния генераторов, моделирующих нестационарные параметры. Для восста-
новления неизвестных функций регрессионной модели используется хорошо зарекомендовавший себя в последнее время 
метод динамического расширения и декомпозиции (смешивания) регрессора, позволяющий получать монотонные оценки, 
а также обеспечивающий ускорение сходимости оценок к истинным значениям. Несмотря на то, что в статье реша-
ется задача синтеза наблюдателя переменных состояния, стоит отметить возможность использования предлагаемо-
го подхода для решения самостоятельной и актуальной задачи оценивания неизвестных нестационарных параметров.

Ключевые слова: нестационарные линейные системы, идентификация полиномиальных параметров, метод дина-
мического расширения и смешивания регрессора, синтез наблюдателей состояния
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Постановка задачи

Рассмотрим линейную нестационарную си-
стему вида
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где x ∈ RN — неизмеряемый вектор перемен-
ных состояния; u ∈ R1 — управляющее воздей-
ствие; y(t) — измеряемая выходная переменная; 
матрицы A, C имеют вид

 

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥= =
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�

� � � �
�

0 1 0 0 1

0 0 1 0 0

; ;0 0 0 0 0

0 0 0 0 0NЅN

A C

неизвестные параметры h(t) ∈ RN, q(t) ∈ RN  и 
B(t) ∈ RN представляют собой полиномиаль-
ные функции времени
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с известными степенями l, n и m и неизвестны-
ми коэффициентами qi, i = 0, ..., l, hj, j = 0, ..., m, 
и Bk, k = 0, ..., n.

Требуется синтезировать алгоритм оцени-
вания неизвестных параметров h(t), q(t), B(t) и 
переменных состояния x(t), обеспечивающий 
выполнение условий
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где переменные � � �( ), ( ), ( )t t tBq h  и �( )tx  обознача-
ют оценки функций h(t), q(t), B(t) и x(t).

Параметризация модели объекта управления

Параметризация линейных систем с коэф-
фициентами полиномиального вида предпола-
гает использование динамических линейных 
фильтров, на вход которых поступают изме-
ряемые сигналы. Рассматриваемая задача ос-
ложнена наличием неизмеряемой производной 
выходной переменной y(t).

Для облегчения восприятия основного ре-
зультата статьи начнем с рассмотрения более 
простого частного случая при h ≡ 0. Далее бу-
дет представлено расширение на более общий 
случай системы вида (1).

Утверждение 1 [9]. Рассмотрим нестацио-
нарную линейную систему вида (1), в которой 
h(t) = 0, ∀t, и фильтры
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с произвольными начальными условиями, где 
вектор столбец K ∈ Rn такой, что матрица F =
= A – KCт является гурвицевой; I — единичная 
матрица размерности N Ѕ N.

Тогда справедлива следующая параметризация:
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где ( )te  — вектор экспоненциально затухаю-
щих функций времени.

Доказательство Утверждения 1. Рассмо-
трим вспомогательную переменную
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В вычислении производной ( )te  были вы-
полнены сокращения членов вида −

( )
1( ) ( )k

k t tBW  
для k = 1, ..., n и −

( )
1( ) ( )i

i t tP q  для i = 1, ..., m. 
Поскольку матрица F является гурвицевой, то 
функция ( ),te  удовлетворяющая уравнению 

=�( ) ( ),t F te e  экспоненциально стремится к 
нулю при любых начальных условиях (0),e  
что и требовалось доказать.

Перейдем теперь к более общему случаю, 
сформулированному в постановке задачи. Рас-
смотрим вспомогательную лемму.

Лемма. Матрицы Q j(t), j = 0, ..., l, рассчитан-
ные по формулам
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удовлетворяют соотношениям

 
−

= −

= − ∀ =

� �
�

0 0

1

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ), 1, ..., .j j j

t t y t

t t t j l

Q FQ I

Q FQ Q
 (7)

Доказательство Леммы. Вычислим произ-
водную матриц Q j(t). Для j = 0 имеем
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Для j = (m + 1), ..., l уравнение (7) совпадает 
с (6). Лемма доказана.

В следующем утверждении представлена 
параметризация модели (1), аналогичная Ут-
верждению 1.

Утверждение 2. Рассмотрим нестационар-
ную линейную систему вида (1) и фильтры 
вида (4) с произвольными начальными услови-
ями, где вектор-столбец K ∈ Rn такой, что ма-
трица F = A – KCт является гурвицевой, I — 
единичная матрица размерности NЅN .

Тогда справедлива следующая параметризация:
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где матрицы Q j(t), j = 0, ..., l, вычисляются по 
формулам (6), и e(t) — экспоненциально зату-
хающая функция времени.

Доказательство Утверждения 2. Используя 
выражение (7), вычислим производную вектора
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представленного в уравнении параметризации (8):
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Подстановка выражений для �� ,k iPW  и � jQ  
(см. (4) и (7)) в уравнение (9) приводит к вы-
воду, аналогичному сделанному в Утвержде-
нии 1: функция e(t) удовлетворяет уравнению 

=�( ) ( ),t te Fe  что и требовалось доказать.

Синтез наблюдателей 
для нестационарных параметров

Получив параметризацию модели объекта (1) 
в виде линейного регрессионного уравнения (8), 
запишем линейное регрессионное уравнение, 
зависящее от нестационарных параметров q(t), 
h(t) и B(t), включая все их производные. Умно-
жим уравнение (8) слева на вектор-строку Cт:
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или
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где z(t) = Cтx(t), wk(t) = CтWk(t), pi(t) = CтPi(t), 
kj = CтQ j являются известными функциями 
времени для k = 0, ..., n, i = 0, ..., m, j = 0, ..., l 
и ε(t) = Cтe(t) — экспоненциально затухающая 
функция времени.

Далее можем воспользоваться методом ди-
намического расширения и декомпозиции 
(смешивания) регрессора [10—13] для получе-
ния скалярных уравнений относительно эле-
ментов векторов B(t), q(t) и h(t), а также всех 
их производных. Поскольку переменные z(t), 
wk(t), pi(t), kj(t) зависят от параметров вектора 
K, то для удобства опустим аргумент времени 
и перепишем уравнение (10) в виде
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Выберем r = (n + m + l + 3)N различных 
значений вектора K и запишем систему из по-
лученных уравнений в матричном виде:
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где для компактности записи были использо-
ваны обозначения
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Матричное уравнение (11) может быть де-
композировано на скалярные с помощью опе-
раций вычисления определителя det(*) и союз-
ной матрицы adj(*). Мы пренебрегли экспонен-
циально затухающими членами, которые тем 
быстрее сходятся к нулю, чем меньше значение 
параметра maxReλ{A – KCт}.

Имеем
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где [r] = [B]Δ, [s] = [q]Δ(t) и [t] = [h]Δ соответственно.
Замечание 1. В целях упрощения вычислений 

значений rk(t), si(t) и tl(t) следует воспользовать-
ся правилом Крамера [14]: l-й элемент вектора 
adj(F(t))Y(t) равен определителю матрицы F(t), 
в которой l-й столбец заменен вектором Y(t).

В следующем утверждении сформулирован 
основной результат статьи, представляющий 
собой процедуру синтеза наблюдателей неста-
ционарных параметров и переменных состоя-
ния x(t) модели (1).

Утверждение 3. Для оценивания перемен-
ных состояния x(t) нестационарной системы 
(1) и параметров q(t), h(t) и B(t), удовлетворяю-
щих уравнениям (2), наблюдатель вида
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обеспечивает выполнение цели (3) при γ > 0 
и удовлетворении условия неисчезающего воз-
буждения функции Δ(t).

Доказательство Утверждения 3. Рас-

смотрим переменные ошибок 
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jj uu h  
j = 0, ..., l, производные которых удовлетворя-
ют следующей системе уравнений:
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Последовательное интегрирование моделей 
ошибок от n к 0, от m к 0 и от l к 0 позволяют 
делать утверждение об асимптотической схо-
димости к нулю всех переменных состояния 
модели (12). Следовательно, с учетом уравне-
ния (8) делаем аналогичный вывод относи-
тельно ошибки �−( ) ( ),t tx x  что со-
ответствует выполнению цели (3).

Идентификация нестационарных 
параметров модели Номото

Для иллюстрации работоспо-
собности предлагаемого алгорит-
ма идентификации рассмотрим 
прикладной пример численного 
моделирования задачи наблюде-
ния нестационарных параметров 
и переменных состояния линеа-
ризованной модели Номото [15], 
описывающей динамику движе-
ния надводного водоизмещающе-
го судна по курсу:

= = + =� �1 2 2 2 1( ) ( ) ,, ,x x x a t x b t u y x

где y — измеряемый курсовой угол; 
x2 — угловая скорость; u — поло-
жение руля; a — инерционный па-
раметр; b — эффективность руля. 
Базовой задачей для любой систе-
мы управления движением судна 
является оценивание угловой ско-
рости (rate of turn), которая решает-
ся на основе модели с известными 
параметрами. Оценка параметров, 
в свою очередь, требует знания 
угловой скорости. Известно, что 
параметры a и b не являются кон-
стантами и зависят от осадки судна, 
линейной скорости и прочих пара-
метров.

Обычно идентифицируют ус-
редненные номинальные значе-
ния на средних ходах, а в процес-
се функционирования уточняют 
значения. В рамках этой статьи 
будем допускать полиномиальный 
характер изменения этих параме-
тров и продемонстрируем работу 
алгоритма одновременного оце-
нивания неизвестных параметров 
и угловой скорости судна.

На рис. 1—3 представлены результаты модели-
рования системы с параметрами = − −( ) 1 0,3 ,a t t  

= − + 2( ) 1,5 0,5 0,1b t t t  при u = 10.
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имеют размерности N = 2, , но при этом пер-

Рис. 1. Графики переходных процессов для a(t) и �( )a t  (а) и ошибка оценивания 
�–( ) ( )aa t t  (б)

Fig. 1. Transients for a(t) and �( )a t  (a) and estimation error �–( ) ( )aa t t  (б)

Рис. 2. Графики переходных процессов для b(t) и �( )tb  (а) и ошибка оценивания 
�–( ) ( )b t tb  (б)

Fig. 2. Transients for b(t) and �( )tb  (a) and estimation error �–( ) ( )b t tb  (б)

Рис. 3. Графики ошибок оценивания для �– 11( ) ( )x t x t  (а) и для  �– 22( ) ( )x t x t  (б)
Fig. 3. Transients of estimation errors for �– 11( ) ( )x t x t  (a) and for �– 22( ) ( )x t x t (б)
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вые нулевые элементы этих векторов извест-
ны, и их оценивание не требуется. Размер-
ности генераторов, описывающих динамику 
параметров a(t) и b(t), равны l = 2 и n = 3 соот-
ветственно. Вектор неизвестных параметров q 
в рассматриваемом примере равен 0.

Фильтры для параметризации имеют вид:
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где вектор 
− μ λ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
−λ⎢ ⎥⎣ ⎦

2

2 i i

i

K  зависит от настроеч-

ных параметров λi и μi. В моделировании были 
выбраны следующие параметры: λ1 = 1, λ2 = 2, 
λ3 = 3, λ4 = 4, λ5 = 5, μ1 = 0,02, μ2 = 0,04, μ3 = 0,06, 
μ4 = 0,08, μ5 = 0,1, γ = 1000.

Заключение

В работе представлен новый алгоритм оце-
нивания нестационарных параметров и пере-
менных состояния для некоторого класса 
линейных нестационарных систем. Решение 
задачи основано на преобразовании динами-
ческой модели объекта управления к линейной 
регрессионной модели. Регрессионная модель 
включает в себя переменные состояния гене-
раторов, выходы которых описывают искомые 
параметры. Задача восстановления всех пере-
менных состояния решена с привлечением ме-
тода динамического расширения и декомпози-
ции регрессора (или смешивания регрессора).
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Abstract

The article deals with the problem of state observer design for a linear time-varying plant. To solve this problem, a number 
of realistic assumptions are considered, assuming that the model parameters are polynomial functions of time with unknown 
coefficients. The problem of observer design is solved in the class of identification approaches, which provide transformation 
of the original mathematical model of the plant to a static linear regression equation, in which, instead of unknown constant 
parameters, there are state variables of generators that model non-stationary parameters. To recover the unknown functions of 
the regression model, we use the recently well-established method of dynamic regressor extension and mixing (DREM), which 
allows to obtain monotone estimates, as well as to accelerate the convergence of estimates to the true values. Despite the fact 
that the article deals with the problem of state observer design, it is worth noting the possibility of using the proposed approach 
to solve an independent and actual estimation problem of unknown time-varying parameters.

Keywords: LTV systems, identification of polynomial parameters, dynamic regressor extention and mixing (DREM), 
state observer design
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