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спускаемого в атмосфере Марса космического аппарата

осесимметричной формы

Введение

Известно, что спускаемые космические ап-
параты (КА) применяют бортовые ракетные 
двигатели в качестве тормозных устройств и 
устройств управления ориентацией КА при 
спуске в атмосфере Марса. В данной работе 
для обеспечения стабильной ориентации при 
входе в атмосферу применяется управляемое 
изменение формы КА. Сокращение массы 
КА, обусловленное уменьшением числа борто-
вых реактивных двигателей и запасов топли-
ва к ним, получаемое в этом случае, позволит 
уменьшить стоимость миссии или предоставит 
возможность отправить на поверхность Мар-
са полезный груз большей массы. Применение 
КА с изменяемой формой для обеспечения эф-
фективного торможения или достижения ста-
бильной ориентации рассматривалось в целом 
ряде публикаций, например, в работах [1, 2].

В данной работе рассматривается методика 
изменения габаритных размеров конструкции 
спускаемого КА, часть которой имеет форму 

однополостного гиперболоида вращения. Эта 
методика может применяться для миними-
зации или максимизации соответствующих 
главных осевых моментов инерции КА в целях 
увеличения или уменьшения угловой скорости 
КА без использования бортовых реактивных 
двигателей. Для достижения указанной цели 
решается задача нелинейного программиро-
вания, позволяющая рассчитать искомые гео-
метрические и массово-геометрические харак-
теристики рассматриваемого спускаемого КА.

В работе содержится постановка рассматри-
ваемой задачи нелинейного программирования. 
Приводятся формулы для расчета геометриче-
ских и массово-геометрических характеристик 
однополостного гиперболоида: главных цен-
тральных осевых моментов инерции, объема и 
площади поперечного сечения. Описан метод 
вычисления характеристик гиперболоида при 
изменении его габаритных размеров методом 
нелинейного программирования. Представле-
ны численные результаты решения этой задачи 
и содержится методика расчета массовых и мас-

Рассматривается управляемое изменение габаритных размеров спускаемого в атмосфере Марса космического 
аппарата (КА). Целью работы является получение методики расчета массовых и массово-геометрических харак-
теристик КА при изменении его габаритных размеров, обеспечивающей пассивное управление угловой скоростью на 
этапе спуска данного космического аппарата в разряженной атмосфере. В процессе решения данной задачи вычис-
ляются геометрические и массово-геометрические характеристики спускаемого КА (объем, площадь поперечного 
сечения, моменты инерции). Предполагается, что задняя относительно набегающего потока внешняя форма КА 
представляет собой однополостный гиперболоид вращения, изменяющий свои габаритные размеры в процессе спуска 
КА в разряженной атмосфере Марса. В результате решения задачи нелинейного программирования получены иско-
мые минимальные и максимальные значения главных осевых моментов инерции, способствующих раскручиванию КА 
относительно продольной оси симметрии. Исходными данными при решении задачи нелинейного программирования 
являются минимальный внутренний объем и максимальная площадь поперечного сечения гиперболоида, рассчитыва-
емые исходя из габаритных размеров реального КА. Сформулирована методика расчета массовых и массово-геоме-
трических характеристик КА при изменении его габаритных размеров, позволяющая осуществлять управление зна-
чением угловой скорости симметричного КА в разряженной атмосфере Марса без применения бортовых реактивных 
двигателей. В частности, в работе показывается, что при увеличении высоты гиперболоида происходит уменьшение 
момента инерции относительно продольной оси симметрии КА, сопровождающееся увеличением моментов инерции 
относительно поперечных осей симметрии. Следует отметить, что в этом случае происходит увеличение угловой 
скорости вращения КА относительно продольной оси, которое позволяет достичь устойчивой ориентации КА при 
входе в атмосферу. Однако более подробное исследование динамики относительного движения КА с изменяемой фор-
мой в атмосфере выходит за рамки данной работы, но оно может быть представлено в дальнейших публикациях.

Ключевые слова: космический аппарат, гиперболоид, момент инерции, нелинейное программирование, управление, 
изменяемые габаритные размеры, угловая скорость, внешняя форма



384 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 22, № 7, 2021

сово-геометрических характеристик КА. В за-
ключении обсуждаются основные результаты 
работы.

Описание космического аппарата

Исходные массово-геометрические характе-
ристики (масса и габаритные размеры), а так-
же конструкция рассматриваемого в работе 
спускаемого КА соответствуют спускаемому 
КА Mars Polar Lander.

КА Mars Polar Lander состоит из следую-
щих частей: нижняя часть (теплозащитный 
щит), внутренняя часть (посадочный аппарат) 
и верхняя часть.

Верхняя часть КА Mars Polar Lander имеет 
форму кругового усеченного конуса. В данной 
работе предполагается, что верхняя часть КА 
имеет форму половины поверхности однопо-
лостного однородного гиперболоида враще-
ния с габаритными размерами a, c и h (рис. 1). 
В представленной задаче переменные величи-
ны a и c претерпевают изменение при измене-
нии высоты верхней части h. Отметим, что по-
верхность однополостного гиперболоида может 
быть построена, например, путем соединения 
двух концентрических вертикально смещенных 
колец, соединенных наклонными стержнями. 
Такая конструкция может расширяться и скла-

дываться, когда одно кольцо поворачивается 
относительно другого на некоторый угол [3, 4].

Исходный объем верхней части V и исходная 
площадь поперечного сечения S соответствуют 
габаритным размерам КА Mars Polar Lander [5], 
имеющего форму кругового усеченного конуса 
с высотой h = 1,02 м, с радиусом теплозащит-
ного щита r1 = 1,2 м, с радиусом верхнего по-
перечного сечения r2 = 0,19 м. Из этих данных 
можно рассчитать минимальный объем и мак-
симальную площадь поперечного сечения КА:
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Постановка задачи

Традиционным подходом при управлении 
угловой скоростью спускаемых КА является 
применение бортовых двигателей, описанное, 
например, в работе [6].

Следует отметить, что при управлении угло-
вой скоростью КА также часто применяются 
устройства, основанные на гироскопических 
или магнитных принципах действия. На-
пример, в работе [7] рассматривалась система 
управления ориентацией движения КА относи-
тельно центра масс, базирующаяся на примене-
нии двигателей-маховиков. При этом предпола-
галось осуществление совместного управления 
по углам ориентации и по угловой скорости КА. 
Одним из примеров использования магнитной 
системы управления ориентацией КА является 
метод, описанный в работе [8].

В данной работе рассматривается пассивное 
управление угловой скоростью спускаемого КА 
в целях обеспечения его стабильной ориента-
ции на этапе его движения в разряженной ат-
мосфере. Управление угловой скоростью КА 
проводится посредством изменения габаритных 
размеров верхней (по отношению к набегающе-
му потоку) части корпуса КА, имеющего форму 
однополостного гиперболоида вращения. При 
этом рассчитываются значения геометрических 
и массово-геометрических характеристик КА, 
получаемые при изменении его габаритных раз-
меров. Для определения значений геометриче-
ских и массово-геометрических характеристик 
КА решается задача нелинейного программи-
рования. Для описания движения КА относи-
тельно центра масс применяется главная свя-

Рис. 1. Конструкция спускаемого на Марс аппарата на при-
мере КА Mars Polar Lander
Fig. 1. The design of the spacecraft descent to Mars on the ex-
ample of the Mars Polar Lander spacecraft
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занная система координат XYZ. Ось Z данной 
системы координат является продольной осью 
симметрии конструкции КА.

Для управления угловой скоростью ωz КА 
требуется либо управлять значением момента 
Mz, либо изменять момент инерции Iz1(a, c, h), 
либо осуществлять совместное изменение обе-
их этих величины. В работах [6, 7] значением 
момента Mz управляли посредством исполь-
зования бортовых двигателей. В данном ис-
следовании предполагается управлять угловой 
скоростью ωz посредством изменения момента 
инерции Iz1(a, c, h), наблюдаемого при измене-
нии габаритных размеров КА.

Значение угловой скорости ωz(t) определяем 
из закона сохранения кинетического момента:

( )1 2 1 2( ( , , , ) ) ( ) ( , , ,0 ) (0).z z z z z zI a c h t I t I a c h I+ ω = + ω

Здесь ωz(0) — известное начальное значе-
ние угловой скорости ωz(t); Iz(a, c, h, 0) — из-
вестное начальное значение момента инерции 
Iz(a, c, h, t); Iz2 — неизменямый известный сум-
марный момент инерции посадочного аппарата 
и теплозащитного щита относительно оси Z.

Следовательно, угловая скорость ωz равна

1 2 1 2( ) ( ( , , ,0) ) (0)/( ( , , , ) ).z z z z z zt I a c h I I a c h t Iω = + ω +

В целях определения искомых величин 
V и S, а также для нахождения величины 
Iz1(a, c, h, t) для КА, имеющего верхнюю часть 
конструкции в форме однополостного гипер-
болоида с изменяемыми габаритными разме-
рами, сформулируем задачу нелинейного про-
граммирования (НЛП). Задача НЛП может 
быть сформулирована следующим образом: 
найти вектор параметров xт = (a, c), такой, 
чтобы минимизировать скалярную целевую 
функцию Iz1(a, c, h) для каждого значения вы-
соты КА h, учитывая заданные ограничения 
на объем V и площадь поперечного сечения S 
половины поверхности однополостного гипер-
болоида вращения:

 при 
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Здесь V — это объем гиперболоида (для 1/2 
его части); Vmin — заданное минимальное зна-
чение внешнего объема гиперболоида (для 1/2 
его части); S — площадь поперечного сечения 
гиперболоида в наибольшем нижнем сечении, 

где z = h (в наибольшем по площади сечении, 
перпендикулярном оси Z); Smax — заданная 
наибольшая площадь поперечного сечения ги-
перболоида, 2

max max� ;S R= π  Rmax — радиус по-
верхности с теплозащитным покрытием.

Условие V l Vmin ограничивает снизу объем 
гиперболоида значением объема Vmin, занима-
емого внутренним бортовым оборудованием. 
Условие S m Smax обеспечивает не превышение 
наибольшей площади поперечного сечения 
Smax, равной площади термозащитного щита.

Существуют несколько разных методов ре-
шения задачи НЛП (1) [9—20]. Остановимся 
на применении для решения данной задачи 
метода обхода узлов пространственной сетки 
[10]. Этот метод заключается в следующем: для 
каждой неизвестной величины a или c уста-
навливаем определенный интервал изменения 
данных величин. Для величины a задаем от-
резок [–A, A] или для величины c задаем от-
резок [–C, C]. Далее выбираем начальную точ-
ку c минимальными координатами a = –A, и 
вычисляем в ней исходное значение целевой 
функции Iz1(a, c, h). Затем увеличиваем значе-
ние одной из координат на заданный интер-
вал, а остальные координаты оставляем теми 
же. Таким образом, осуществляется переход от 
одной точки к другой (на шаг Δa или Δc). Для 
новой точки также проверяем принадлежность 
к нужной области (удовлетворение системы 
ограничений (1)) и вычисляем функционал 
Iz1(a, c, h) при заданной высоте КА h. Далее 
снова увеличиваем величину a или c на интер-
вал и повторяем расчет и т. д. После достиже-
ния границы области меняем значение шага и 
снова от начальной точки движемся до конца 
области и т. д. В результате находим значения 

1
,�

min ( , , ).z
a c

I a c h

При решении задачи НЛП (1) величи-
ны h задаем в виде вектора известных длин: 

1 2 3� { , , , }h h h h= … . При этом значения высоты 
определяем посредством следующей линейной 
программной закономерности: h = h0 + ht. Здесь 
h0 — известное начальное значение высоты верх-
ней части корпуса КА; h — известное постоян-
ное значение скорости изменения высоты.

Решение задачи нелинейного 
программирования

Для решения задачи НЛП (1) требуется 
определить геометрические и массового-гео-
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метрические характеристики однополостного 
гиперболоида вращения, а именно, форму-
лы для объема, для главных осевых моментов 
инерции и для площади поперечного сечения 
гиперболоида.

Ниже представлены формулы для объема, 
площади поперечного сечения и моментов инер-
ции однополостного гиперболоида вращения:
 � уравнение поверхности
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2 2 2 1;
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a a c
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 � площадь поперечного сечения
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 � главные осевые и центробежные моменты 
инерции половины гиперболоида вращения
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Запишем левые части неравенств задачи 
НЛП (1) в виде соответствующих формул для 
однородного однополостного гиперболоида 
вращения, имеющего объем V, площадь попе-
речного сечения S и момент инерции Iz1. В ре-
зультате получим задачу НЛП в виде
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Задача НЛП (8) решается с помощью про-
граммного приложения MATLAB. Задачу (8) 
решаем на интервале высоты КА h от 0,67 м до 
hf м, где min min3� / .fh V S=  Неизвестные вели-
чины a и c меняются в диапазоне от 0,1 до 2 м.

На рис. 2 показаны численные результаты 
в виде зависимостей осевого момента инерции 
Iz1 однополостного гиперболоида от его высо-
ты h. Заметим, что момент инерции принимает 
значения от 262 до 150 кг•м2 на интервале из-
менения высоты от 0,67 до 1,2071 м.

Зависимости осевых моментов инерции 

1 1x yI I=  от высоты КА представлены также на 
рис. 2. Данные моменты инерции увеличивают-
ся от 360 до 710 кг•м2 при увеличени и высоты 
КА h от 0,67 до 1,2071 м. Момент инерции Iz1 
аппроксимируется уравнением второго порядка:

 2
1 0,3284 0,9894 1,3183,zI h h≅ − +

а момент инерции Ix1 аппроксимируется урав-
нением третьего порядка:

3 2535,2 2996,4 3476,1 1511,8.x yI I h h h= ≅ − + − +

Эти соотношения можно применять при 
математическом и численном моделировании 
вращательного движени я КА.

Из рис. 2 следует, что при увеличении вы-
соты КА момент инерции Iz1 уменьшается. На-
против, моменты инерции 1 1x yI I=  при этом 
увеличиваются. Согласно описанной выше за-
кономерности для угловой скорости ωz(t) полу-
чаем, что при входе в разряженную атмо сферу 
после увеличения высоты h КА приобретет 
дополнительную угловую скорость относи-

Рис. 2. Зависимости момента инерции Iz1 и моментов инерции 
Ix1 = Iy1 однополостного гиперболоида от его высоты
Fig. 2. Dependences of the values of the moment of inertia Iz1 and 
the moments of inertia Ix1 = Iy1 of a one-sheet hyperboloid on its 
height
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тельно оси Z. Действительно, если на КА дей-
ствует только гравитационный момент, то при 

1 1x yI I=  относительно оси Z будет выполнять-
ся закон сохранения кинетического момента, 
описанный выше. При этом, если КА ори-
ентирован по набегающему потоку, то такое 
увеличение угловой скорости относительно 
оси Z будет способствовать поддержанию за-
данной ориентации при дальнейшем спуске в
атмосфере.

На рис. 3 показаны значения переменных ги-
перболоида a и c, определяющие минимальное 
значение осевых моментов инерции Iz1 и зна-
чения моментов инерции 1 1.x yI I=  Значение 
переменной гиперболоида a на рис. 3 уменьша-
ется от 0,8 до 0,6 м, а значение переменной ги-
перболоида с увеличивается от 0,6 до 1,15 м при 
увеличении высоты h от 0,7 до 1,2071 м.

На рис. 4 показана зависимость объема одно-
полостного гиперболоида от его высоты h. Сле-
дует отметить, что объем гиперболоида умень-
шается при повышении высоты h. Указанный 
объем уменьшается от 5 м3 до Vmin = 1,82 м3 на 
выбранных значениях высот КА.

На рис. 5 показана зависимость площади 
наибольшего поперечного сечения гиперболо-
ида от высоты h. При увеличении высоты h эта 
площадь поперечного сечения уменьшается от 
Smax = 4,52 м до малых величин, не имеющих 
практического значения. Отметим, что изме-

нение формы поперечного сечения гиперболо-
ида, расположенного за неизменяемым тепло-
защитным щитом, может несколько изменять 
силу лобового сопротивления. Этот вопрос 
требует отдельного исследования, выходящего 
за рамки данной работы.

Рис. 3. Зависимость значения переменных однополостного 
гиперболоида a и c от высоты h
Fig. 3. Dependence of the values of the variables of a one-sheet 
hyperboloid a and c on the height h

Рис. 4. Зависимость объема однополостного гиперболоида от 
высоты h
Fig. 4. Dependence of the volume of a one-sheet hyperboloid on 
the height h

Рис. 5. Зависимость площади поперечного сечения однопо-
лостного гиперболоида высоты h
Fig. 5. Dependence of the cross-sectional area of a one-sheet hy-
perboloid of height h



388 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 22, № 7, 2021

Методика определения характеристик КА

На основе представленного ранее решения 
задачи НЛП сформулируем следующую методи-
ку определения массовых и массово-геометри-
ческих характеристик КА, имеющего изменяе-
мую форму верхней внешней части конструкции 
в виде однополостного гиперболоида вращения:

1. Выбираем интервалы изменения искомых 
величин a и c.

2. На основе исходных данных о массе и га-
баритных размерах КА рассчитываем ограни-
чения Vmin и Smax.

3. Задаем набор значений изменения высо-
ты КА.

4. Решаем задачу НЛП.
5. Формируем базу данных значений массо-

вых и массово-геометрических характеристик 
КА, полученных при различных значениях его 
габаритных размеров.

Данную методику предполагается приме-
нять при моделировании пассивного управле-
ния угловой скоростью КА, спускаемого в раз-
ряженной атмосфере Марса.

Заключение

На примере КА Mars Polar Lander с исполь-
зованием метода обхода узлов пространствен-
ной сетки решена задача НЛП в целях опре-
деления минимального значения массового 
главного момента инерции Iz1 при увеличе-
нии высоты данного КА в процессе его спуска 
в разряженной атмосфере Марса.

При расчете предполагалось, что КА имеет 
верхнюю внешнюю часть конструкции изме-
няемой формы в виде однополостного гипер-
болоида вращения. В результате расчета одно-
полостного гиперболоида получено минималь-
ное значение момента инерции Iz1 для каждого 
из рассматриваемых значений высоты данного 
гиперболоида. Программное увеличение высо-
ты верхней внешней части конструкции про-
водилось согласно линейной зависимости дан-
ной высоты от времени движения КА.

Показано, что значение момента инерции Iz1 
уменьшается до некоторого значения при до-
стижении максимально возможного значения 
высоты КА. При этом площадь поперечного 
сечения и объем КА уменьшаются до наимень-
шего значений, а главные моменты инерции 

1 1y xI I=  увеличиваются. В результате проис-

ходит увеличение угловой скорости КА отно-
сительно оси Z. Изменение угловых скоростей 
КА относительно осей X и Y не рассматри-
валось. Предполагалось, что эти две угловые 
скорости имеют малые начальные значения 
и в процессе изменений габаритных размеров 
КА эти значения остаются малыми.

Анализ численных результатов показал, что 
для решения поставленной задачи по обеспе-
чению эффективного пассивного управления 
угловой скоростью КА следует применять фор-
му аппарата в виде однополостного гиперболоида 
вращения. По этой причине использование КА 
в форме однополостного гиперболоида вращения 
изменяемой формы является достаточно пер-
спективным для решения поставленной задачи 
пассивного управления угловой скоростью КА.
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Abstract

In the presented work, a controlled change by dimensions of a spacecraft descending in the atmosphere of Mars is 
considered. The aim of the work is to obtain a method for calculating the mass and mass-geometric characteristics of a 
spacecraft when changing its dimensions, which provides angular velocity passive control during the descent of this space-
craft in a low-density atmosphere. In the process of solving this problem, the geometric and mass-geometric characteristics 
of the descent spacecraft (volume, cross-sectional area, moments of inertia) were calculated. It is assumed that the outer 
shape of the spacecraft posterior to the incoming flow is a one-sheet rotational hyperboloid, which changes its dimensions 
during the spacecraft descent in the low-density atmosphere of Mars. As a result of solving the nonlinear programming 
problem, the minimum and maximum values of the main axial moments of inertia are obtained, which able to spin the 
spacecraft relative to the longitudinal axis of symmetry. The initial data for solving the nonlinear programming problem 
are the minimum volume and the maximum cross-sectional area of the hyperboloid, calculated according to the specified 
intervals of the variable controlling the dimensions of this surface. The method for calculating the mass and mass-geometric 
characteristics of a spacecraft when changing its dimensions is presented, which makes it possible to control the magnitude 
of the angular velocity of a symmetric spacecraft in the low-density atmosphere of Mars without the use of onboard jet 
engines. In particular, it is shown in the work that as the height of the hyperboloid increases, the moment of inertia about 
the spacecraft longitudinal axis of symmetry decreases, accompanied by an increase in the moments of inertia about the 
transverse axes of symmetry. It can be shown that in this case there is an increase in the angular velocity of the spacecraft 
about the longitudinal axis, which makes it possible to achieve a stable orientation of the spacecraft upon entering the 
atmosphere. However, a more detailed study of the dynamics of the spacecraft relative motion with a changeable shape in 
the atmosphere is beyond the scope of this work, but it can be presented in further publications.

Keywords: spacecraft, hyperboloid, moment of inertia, nonlinear programming, control, variable dimensions, angular 
velocity, external shape
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