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Алгоритмы цифровой обработки данных измерений,
обеспечивающие угловое сверхразрешение1

Введение

Важная  задача усовершенствования совре-
менных угломерных систем — повышение их ин-
формативности. Одно из основных направлений 
ее решения — детализация изображений иссле-
дуемых объектов на основе повышения угловой 
разрешающей способности систем. В силу важ-
ности задачи во многих странах проблемам до-
стижения углового сверхразрешения посвящены 
уже сотни публикаций. Выделим ряд статей, 
носящих общий характер, [1—4]. Популярными 
в настоящее время являются методы MUSIC [5—
7], ESPRIT [8], метод деконволюции [9, 10], метод 
максимальной энтропии [11], метод Борджотти—
Лагунаса [12], метод Кейпона [13], метод макси-
мального правдоподобия [14] и ряд других [15].

Алгоритмы на основе упомянутых методов 
в основном позволяют увеличить угловое раз-
решение при отношении сигнал/шум (ОСШ) 
не ниже 20...25 дБ. Для дальнейшего увеличе-
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ния разрешения в два раза требуется обеспе-
чить увеличение отношения сигнал/шум на 
порядок. Быстродействие большинства алго-
ритмов недостаточно для работы в режиме ре-
ального времени.

Развиваемые алгебраические методы [16—18] 
обладают существенно более высокой помехо-
устойчивостью. Они достаточно просты, что 
позволяет использовать относительно простые 
и дешевые вычислительные устройства. В ито-
ге, в отличие от многих других методов, ока-
зывается возможным применять их в режиме 
реального времени.

Постановка задачи

Ставится задача восстановления изобра-
жения источника сигнала I(θ, ϕ) с возможно 
большим уровнем сверхразрешения при мень-
ших ОСШ, чем большинство известных ме-
тодов. Известными считаются принятый сиг-
нал U(θ, ϕ) и диаграмма направленности (ДН)
f  (θ, ϕ) измерительной системы.

Пусть в секторе обзора Ω измерительной си-
стемы находится объект с конечными угловыми 

Рассмотрены некорректно поставленные одно- и двумерные обратные задачи восстановления изображений объек-
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критерий Рэлея в 2...6 раз при малых значениях отношения сигнал/шум. Описаны пути дальнейшего повышения степени 
сверхразрешения на основе интеллектуального анализа данных измерений. Найдено, что предложенный алгоритм сим-
метризации позволяет повысить качество решений рассматриваемых обратных задач и их устойчивость. На примерах 
продемонстрировано успешное применение модифицированных алгебраических методов и алгоритмов получения изобра-
жений исследуемых объектов при наличии априорной информации о решении. Результаты численных исследований по-
казывают, что представляемые методы цифровой обработки принимаемых сигналов позволяют достичь эффективной 
угловой разрешающей способности, в 3...10 раз превышающей критерий Рэлея, с хорошей точностью восстанавливать 
угловые координаты исследуемых объектов и их отдельных элементов. Минимально необходимое отношение сигнал/
шум для получения адекватных решений со сверхразрешением составляет для описываемых методов 13...16 дБ, что 
существенно меньше, чем у известных методов. Относительная простота представленных методов позволяет исполь-
зовать недорогие вычислительные устройства и работать в режиме реального времени.
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размерами. При сканировании на выходе при-
емного устройства измерительной системы по-
лучим зависимость огибающей значений приня-
того сигнала от угла наблюдения в виде U(θ, ϕ).

Поскольку большинство измерительных 
систем, систем наблюдения и контроля могут 
быть описаны как линейные системы, то связь 
величин I, U и f  (θ, ϕ) представляет собой дву-
мерное линейное интегральное уравнение (ИУ) 
Фредгольма первого рода типа свертки:

 ( , ) ( , ) ( , ) .U f I d d
Ω

′ ′ ′ ′ ′ ′θ ϕ = θ − θ ϕ − ϕ θ ϕ θ ϕ∫  (1)

Поиск зависимости I(θ, ϕ) является обрат-
ной задачей и относится к классу некоррект-
ных. Из трех условий корректности задач по 
Адамару (существование решения, единствен-
ность решения, устойчивость решения) уравне-
ние Фредгольма (1) не удовлетворяет второму и
третьему условиям.

Без обработки сигнала детали объекта в пре-
делах ширины ДН оказываются неразличимы, и 
видимое изображение в этой области представля-
ет собой единое "пятно". Угловое разрешение по 
каждой из координат, обеспечиваемое при пря-
мом наблюдении, соответствует критерию Рэлея:

 / ,Dδθ ≅ λ  (2)

где D — размер апертуры; λ — длина волны.
Ширина ДН измерительных систем θ0,5

также описывается выражением (2). Ширина 
ДН определяется соотношением неопределен-
ностей, и ее значение является фундаменталь-
ной величиной. В то же время угловое разре-
шение в форме (2) не носит фундаментальный 
характер. Таким образом, при анализе и обра-
ботке результатов прямых измерений есть воз-
можность превысить критерий Рэлея и полу-
чить угловое сверхразрешение.

Цифровая обработка результатов измерений 
U(θ, ϕ), направленная на превышение критерия 
Рэлея, приводит к появлению неустойчивостей 
в решениях. Неустойчивости начинают резко, 
обычно экспоненциально, возрастать с увеличе-
нием уровня достигаемого углового сверхразре-
шения. Как следствие, появляются и возрастают 
ошибки, приводящие в итоге к неадекватным 
решениям. Следует отметить, что обратные за-
дачи, вследствие их неустойчивости, гораздо бо-
лее, чем прямые, чувствительны к случайным 
составляющим в исследуемом сигнале U(θ, ϕ).

Превышение критерия Рэлея, т. е. получение 
сверхразрешения, как показывают исследова-
ния, возможно, но до определенного предела, 
определяемого ОСШ, точностью измерений и 
точностью задания ДН.

Алгебраические методы решения

Алгоритмы решений обратной задачи (1) 
предлагается строить на основе итерационных 
процедур. Они заключаются в поиске решений 
в виде разложений по задаваемым последователь-
ностям ортогональных функций в области рас-
положения источника [19] при последовательном 
увеличении числа используемых функций. Будем 
называть эти методы и алгоритмы цифровой об-
работки сигналов алгебраическими.

Искомое решение I(θ, ϕ) всегда можно пред-
ставить в виде разложения по полной системе 
ортонормированных в области расположения 
источника Ω функций gm(θ, ϕ) с неизвестными 
коэффициентами bm:

 
1 1

( , ) ( , ) ( , ).
N

m m m m
m m

I b g b g
∞

= =
θ ϕ = θ ϕ ≅ θ ϕ∑ ∑  (3)

Для упрощения получаемых выражений 
рассмотрим вначале одномерный случай. Тог-
да искомое решение I(θ) (3) выражается в виде
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Используя соотношение (4), вместо ИУ (1) 
приходим к разложению полученного при ска-
нировании сигнала по системе неортогональ-
ных функций χm(θ):

 
1

( ) ( ),m

N

m
m

U b
=

θ ≅ χ θ∑  (5)

 ( ) ( ) ( ) .m mf g d
Ω

χ θ = θ − γ γ γ∫  (6)

Все коэффициенты bm, необходимые для 
получения решения (4), обычно находятся из 
условия минимизации среднеквадратичного 
отклонения правой части в соотношении (5) 
от заданных значений U(θ). В итоге поиск не-
известных коэффициентов bm, формирующих 
вектор B, сводится к решению СЛАУ

 V = HB, (7)

где элементы вектора V и матрицы H представ-
ляют собой интегралы:

 
( ) ( ) , ( ) ( ) ,

, 1, 2, ..., .

m m nm n mV

m n N

U d H d
Θ Θ

= θ χ θ θ = χ θ χ

=

θ θ∫ ∫
 (8)

Область Θ — сектор углов, в пределах кото-
рого значение ОСШ достаточно для получения 
устойчивых решений.

Таким образом, поиск решения в виде (4) 
позволяет провести параметризацию обратной 
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задачи и свести ее решение к решению СЛАУ 
[20, 21].

Атрибутом получающихся СЛАУ являет-
ся их плохая обусловленность, появляющаяся 
вследствие попытки решения обратной задачи.

Коэффициенты bj в соотношении (4) можно 
найти и не прибегая к критерию среднеква-
дратичного приближения. Вместо использо-
вания непрерывной зависимости сигнала U(θ) 
возможно использование выборки сигнала
при N значениях углов: θj ∈ Θ, j = 1, 2, ..., N. 
Тогда вместо ИУ (1) приходим к СЛАУ

 W = FB, (9)

где W — вектор значений U(θj); F — матрица 
с элементами Fmj = χm(θj).

Решения СЛАУ (9) при малом уровне шумов 
оказываются более устойчивыми, чем на основе 
(7), о чем свидетельствуют меньшие значения 
чисел обусловленности алгоритмов [22]. Это 
позволяет, в частности, при одинаковой устой-
чивости алгоритмов использовать в решении на 
основе (9) большее число функций N, повышая 
уровень сверхразрешения.

Сравнивая алгебраический метод с другими, 
следует отметить, что он потенциально позво-
ляет получить точное решение обратной зада-
чи (1), если I(θ) точно выражается с помощью 
конечного числа членов из выбранной систе-
мы функций gm(θ). Легко доказать, что какой 
бы ни была зависимость I(θ), возможен выбор 
такой системы функций gm(θ). Таким образом, 
алгебраический метод потенциально обеспечи-
вает качество получаемого решения по мень-
шей мере не хуже, чем любой другой известный 
метод. Вопрос выбора оптимальной системы 
функций gm(θ) для каждой конкретной задачи 
остается, однако, открытым.

Известно, что существенное повышение ка-
чества решений обратных задач может быть 
достигнуто при использовании априорной ин-
формации о решении. Наличие такой инфор-
мации позволяет, в частности, использовать ее 
при оптимизации выбора системы функций 
для построения решения [23].

В качестве примера использования инфор-
мации такого рода на рис. 1 показано реше-
ние задачи восстановления изображения двух 
близко расположенных источников сигналов. 
Сплошная кривая 1 — истинное распределение 
амплитуды отраженного объектами сигнала. 
В виде кривой 4 показан сигнал, полученный 
при сканировании области расположения ис-
точника угломерной системой с шириной луча 
θ0,5. Объекты оказались не разрешены при пря-
мом наблюдении.

На рис. 1 приведены два решения. В виде 
штриховой кривой 2 показано изображение ис-
точника, полученное на основе соотношений 
(4)—(8) без использования какой-либо предва-
рительной информации о решении. В качестве 
системы функций gm(θ) вначале были выбраны 
тригонометрические.

Полученное решение, помимо правильно 
найденного расположения истинного источ-
ника, содержит и ложные источники со значи-
тельными амплитудами, что существенно сни-
жает качество восстановленного изображения.

В виде ломаной 3 на этом же рисунке при-
ведено решение при использовании предвари-
тельной информации о наличии значительных 
градиентов в распределении амплитуды отра-
жаемого сигнала. Эта информация предопре-
делила использование ступенчатых функций 
в качестве системы gm(θ).

Полученное приближенное решение на ос-
нове априорной информации позволило раз-
решить источники и практически точно опре-
делить их угловое положение. Амплитудные 
значения ложных источников оказались прене-
брежимо малы. Таким образом, дополнитель-
ная информация позволила резко повысить ка-
чество решения.

Нередко в поставленных задачах априор-
ная информация об исследуемом объекте от-
сутствует или ее немного. В целях получения 
дополнительной информации предложено ис-
пользовать методы, близкие к data mining. Их 
применение позволяет выявлять "скрытые" 
характеристики источников сигналов. Пред-
лагаемые для этого алгоритмы основаны на 
формировании итерационного процесса, при 
котором на каждом его шаге в качестве апри-
орных используются данные, полученные на 
предыдущем шаге. Найденные промежуточ-
ные данные о решении уточняются и детали-
зируются. Кроме того, выявляются новые ха-
рактеристики источника. На следующем шаге 

Рис. 1. Восстановление изображения источника сигнала
Fig. 1. Restoring the image of the signal source
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полученная новая информация об объекте 
вновь используется уже в качестве априорной. 
Поиск проводится при последовательном воз-
растании числа используемых функций gm(θ).

На основе выявленных новых характеристик 
источника сигналов в ходе описываемого ите-
рационного процесса выбираются и, при необ-
ходимости, изменяются системы используемых 
функций. На основе новой полученной инфор-
мации возможна также селекция функций из 
выбранной ортогональной системы. Отбирают-
ся функции, в наибольшей степени отражаю-
щие вид зависимости I(θ). Это особенно важно, 
так как размерность матриц (7), (8) ограничена 
из-за экспоненциального роста неустойчивости 
решения с увеличением числа уравнений. Се-
лекция может быть осуществлена на основе:

— выбора функций из используемого семей-
ства с наибольшими значениями коэффици-
ентов разложения;

— сравнения спектров сигнала и спектров 
функций gm(θ);

— анализа взаимных корреляционных функ-
ций сигнала и gm(θ).

В качестве примера применения итераци-
онного алгоритма поиска и использования 
априорных данных на рис. 2 показано решение 
задачи восстановления изображения источни-
ка сигналов с заранее неизвестным типом рас-
пределения амплитуды отраженного сигнала.

При решении задачи на первых шагах итера-
ционного процесса было отмечено, что распре-
деление скорее всего носит плавно-неоднород-
ный характер, но со значительными перепадами 
амплитуды сигнала. Это предопределило выбор 
системы функций в виде MHAT-вейвлетов при 
построении решения. Далее был проведен от-
бор семи наиболее пригодных для решения 
вейвлетов на основе анализа спектрального со-
става принятого сигнала.

Истинное распределение амплитуды отра-
женного объектом сигнала показано на рис. 2 

в виде тонкой кривой 1. Восстановленное изо-
бражение показано в виде сплошной жирной 
кривой 2. Для иллюстрации в виде штриховой 
кривой 3 приведен принимаемый сигнал в об-
ласти расположения источника.

Превышение критерия Рэлея составило 
3...4 раза, точность локализации источника 
сигналов около θ0,5/12 при незначительных ис-
кажениях.

Большинство известных методов дости-
жения сверхразрешения предназначено для 
получения решения одномерных задач. Их 
обобщение на двумерные задачи существенно 
усложняет алгоритмы, повышает неустойчи-
вость решений. Кроме того, резко повышает-
ся время обработки сигналов. Для получения 
удовлетворительных результатов иногда требу-
ется использование параллельных процессо-
ров [28]. В то же время алгебраический метод 
и алгоритмы на его основе могут успешно при-
меняться к двумерным задачам.

Симметризация решений

Дальнейшее повышение сверхразрешения 
возможно при использовании более сложных 
алгоритмов обработки сигналов, использую-
щих особенности конкретных решаемых задач 
[25—27]. Представим один из такого рода ал-
горитмов, основанный на симметризации об-
ратной задачи.

Поскольку решение I(θ) всегда может быть 
представлено в виде суммы четной и нечетной 
частей

 I(θ) = 0,5[I0(θ) + Ie(θ)],

где

 Io(θ) = 0,5 [I(θ) + I(–θ)],
 Ie(θ) =0,5 [I(θ) – I(–θ)], (10)

то и принятый сигнал также может быть вы-
ражен в виде суммы четной и нечетной частей:

 U(θ) = 1/2[Uo(θ) + Ue(θ)],

 

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ,

o o

e e

U f I d

U f I d
Ω

Ω

θ = θ − ϕ ϕ ϕ

θ = θ − ϕ ϕ ϕ

∫

∫
 (11)

Тогда в силу линейности задача поиска ис-
точника I(θ) распадается на две отдельные за-
дачи. Первая задача — поиск четной части I(θ), 
т.е. Io(θ) по четной части принятого сигнала на 
основе системы четных функций. Вторая — 
поиск нечетной части решения Ie(θ) по Ue(θ) на 
основе нечетных функций.

Рис. 2. Восстановление изображения плавно-неоднородного 
источника
Fig. 2. Image reconstruction of a smoothly inhomogeneous source
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Общим решением всей задачи является су-
перпозиция четного и нечетного решений. 
Если при решении каждой из задач удается 
получить устойчивое решение при исполь-
зовании N функций, то итоговое суммарное 
решение содержит 2N функций. При прямом 
поиске распределения I(θ) в виде разложения 
по 2N функциям, т. е. без выделения четной и 
нечетной частей сигнала, приходится решать 
одну плохо обусловленную СЛАУ вдвое боль-
шей размерности. Получить решение в этом 
случае удается далеко не всегда, так как не-
устойчивости экспоненциально возрастают 
с ростом размерности СЛАУ.

Таким образом, симметризация задачи потен-
циально позволяет удвоить эффективное разре-
шение без снижения устойчивости решения.

На рис. 3 показано решение задачи восстанов-
ления изображения двух близко расположенных 
источников на основе симметризации задачи.

Были заданы два малоразмерных источни-
ка с различающимися в два раза амплитудами. 
Без обработки сигнала при прямом наблюде-
нии эти источники разрешаются при расстоя-
нии между ними не менее 2,54θ0,5.

Задача решалась при наличии случайных 
составляющих в исходном сигнале. ОСШ со-
ставляло 16 дБ. Обычная обработка сигнала на 
основе формул (4)—(8) не позволила разрешить 
источники. Была проведена симметризация 
задачи. В качестве систем функций использо-
вались ступенчатые функции.

Полученные результаты представлены на 
рис. 3: 1 — исходные точечные источники сиг-
нала; 2 — решение на основе симметризации 
и получаемой в ходе итерационного процесса 
дополнительной информации о локализации 
источников; 3, 4 — четная и нечетная части 
принимаемого сигнала, полученные при его 
симметризации.

Обработка сигнала с помощью алгоритма 
симметризации позволила значительно повы-

сить устойчивость решения и добиться превы-
шения критерия Рэлея на порядок при относи-
тельно высоком уровне шума.

Алгоритм симметризации задач успешно ра-
ботает, если исходная зависимость U(θ) не яв-
ляется симметричной, антисимметричной или 
близкой к ним. В противном случае амплитуд-
ные значения либо четной, либо нечетной ча-
сти полезного сигнала U(θ) значительно снижа-
ются, что резко уменьшает ОСШ, и адекватное 
решение задачи не может быть получено [23].

Проведение симметризации эффективно 
также и для двумерных задач. Для этого введем 
понятие двойной четности: если функция четна 
по θ и ϕ, то назовем ее четно-четной, если четна 
по θ и нечетна по ϕ, назовем ее четно-нечетной 
и т. д. Далее представим принятый сигнал U и 
решение I в виде суммы четырех составляющих 
различной четности вида Uoo, Ueo, Uoe и Uee.
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Для представления решения теперь требу-
ется четыре системы функций различной чет-
ности, например, в прямоугольной системе ко-
ординат (θ, ϕ) на основе четырех произведений 
тригонометрических функций:
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где Tθ и Tϕ — размеры области расположения 
источника по углам θ и ϕ.

В итоге силу линейности исходная задача 
распадается на четыре отдельные задачи. Об-
щее решение — суперпозиция решений задач 
всех четностей:

 I(θ, ϕ) = 0,25[Ieo(θ, ϕ) + Ioe(θ, ϕ) +
 + Ioo(θ, ϕ) + Iee(θ, ϕ)]. (14)

В качестве примера на рис. 4 в декартовых 
координатах показано решение задачи восста-
новления изображения источников, получен-

Рис. 3. Решение на основе симметризации задачи
Fig. 3. Solution based on the symmetrization of the problem
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ное методом симметризации. Углы (θ, ϕ) отло-
жены по горизонтальным осям в пределах

 –θ 0,5/2 m θ m θ0,5/2; –θ0,5/2 m ϕ m θ0,5/2. (15)

В области (15) были заданы источники 
с плавным распределением интенсивности, 
не разрешаемые при прямом наблюдении. Их 
максимумы различались в 4 раза. Принятый 
при сканировании сигнал U(θ, ϕ) приведен на 
рис. 4 в виде поверхности 2.

Решение задачи на основе соотношений (3)—
(9) не позволило разрешить все источники. Да-
лее был использован алгоритм симметризации, 
в котором в качестве систем функций исполь-
зовались четыре системы функций вида (13).

Полученное на основе соотношений (12)—(14) 
решение, показанное в виде поверхности с гу-
стой сеткой, позволило разрешить все четыре 
источника 1, правильно передать их расположе-
ние и характер распределения интенсивности.

Найденные угловые размеры источников не-
много, на 5...8 %, превысили их истинные раз-
меры, амплитудные значения восстановлены 
с небольшими в пределах 7 % погрешностями.

Заключение

В статье предложены алгоритмы решения 
обратных одно- и двумерных задач восста-
новления изображений источников сигналов 
с угловым разрешением, превышающим кри-
терий Рэлея, на основе развиваемых алгебра-
ических методов обработки сигналов. Разра-
ботанные алгоритмы позволяют формировать 
приближенные изображения сложных объек-
тов при меньших ОСШ, чем многие известные 
упомянутые во введении алгоритмы.

Изображения восстанавливаются с относи-
тельно небольшими ошибками в амплитудных 
значениях и в угловых положениях объектов, 
а также их элементов. Описан новый тип более 
сложных алгоритмов, основанный на итераци-
онном процессе, в ходе которого выявляются 
"скрытые" характеристики решения, используе-
мые далее в качестве априорной информации на 
последующих шагах итерационного процесса.

В итоге достигаемое угловое разрешение уда-
ется довести до значений в 5...10, а иногда и более 
раз превышающих критерий Рэлея. В альтерна-
тивной трактовке: модифицированные алгебра-
ические методы и алгоритмы при фиксирован-
ном уровне сверхразрешения позволяют снизить 
уровень допустимого ОСШ в исходных данных. 
Предложенные алгоритмы в сравнении с из-
вестными относительно просты, что позволяет 
использовать их в режиме реального времени.
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Abstract

Incorrect one- and two-dimensional inverse problems of reconstructing images of objects with angular resolution
exceeding the Rayleigh criterion are considered. The technique is based on the solution of inverse problems of source recon-
struction signals described Fredholm integral equations. Algebraic methods and algorithms for processing data obtained by 
measuring systems in order to achieve angular superresolution are presented. Angular superresolution allows you to detail 
images of objects, solve problems of their recognition and identification on this basis. The efficiency of using algorithms 
based on developed algebraic methods and their modifications in parameterization the inverse problems under study and 
further reconstructing approximate images of objects of various types is shown. It is shown that the noise immunity of the 
obtained solutions exceeds many known approaches. The results of numerical experiments demonstrate the possibility of 
obtaining images with a resolution exceeding the Rayleigh criterion by 2-6 times at small values of the signal-to-noise ra-
tio. The ways of further increasing the degree of superresolution based on the intelligent analysis of measurement data are 
described. On the basis of the preliminary information on a source of signals algorithms allow to increase consistently the 
effective angular resolution before achievement greatest possible for a solved problem. Algorithms of secondary processing of 
the information necessary for it are described. It is found that the proposed symmetrization algorithm improves the quality 
of solutions to the inverse problems under consideration and their stability. The examples demonstrate the successful ap-
plication of modified algebraic methods and algorithms for obtaining images of the objects under study in the presence of a 
priori information about the solution. The results of numerical studies show that the presented methods of digital processing 
of received signals allow us to restore the angular coordinates of individual objects under study and their elements with 
super-resolution with good accuracy. The adequacy and stability of the solutions were verified by conducting numerical 
experiments on a mathematical model. It was shown that the stability of solutions, especially at a significant level of random 
components, is higher than that of many other methods. The limiting possibilities of increasing the effective angular resolu-
tion and the accuracy of image reconstruction of signal sources, depending on the level of random components in the data 
utilized, are found. The effective angular resolution achieved in this case is 2—10 times higher than the Rayleigh criterion. 
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The minimum required signal-to-noise ratio for obtaining adequate solutions with super-resolution is 13—16 dB for the 
described methods, which is significantly less than for the known methods. The relative simplicity of the presented methods 
allows you to use inexpensive computing devices and work in real time.

Keywords: angular superresolution, Rayleigh criterion, stability of inverse problems, parametrization of inverse prob-
lems, convolution type integral equation
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